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1. Dado el siguiente problema de contorno:
0u 0?u
Erl +tu= 922’ para (t,z) € [0,00) x [0, ],
u(0, ) = sen(5z), para x € [0, 7],
%(0, x) = sen(x), para z € [0, 7],
u(t,0) =u(t,m) =0, para t>0

1.1) Repite el proceso llevado a cabo para la ecuacion de ondas y encuentra una solucion u €
C2([0,00) x [0,)).
1.2) ;Admite este problema alguna formulaciéon variacional? En caso afirmativo, encuéntrala.

1.3) (Es u tinica? Justifica la respuesta.

Soluciéon

¢(t)y(x) para ciertas

1.1) Buscamos una solucién en variables separadas; es decir, de la forma u(t, x)
funciones ¢, 1. Tenemos, para t > 0,

0= u(t7 O) = ¢(t)¢(0), 0= u(t, 7T) = ¢(t)¢(7f)

luego (a no ser que u sea constantemente 0) obtenemos

Usando la ecuacién en derivadas parciales obtenemos

¢"()(x) + d(t)ih(z) = d(t)y" (2).

En los puntos (¢,x) donde ¢(t), ¥(x) no son cero podemos dividir por ¢(t)y(x) y obtener

¢"(t) | _ V')
(1) U(x)
Como los dos miembros dependen de variables distintas debe ocurrir que
/! "
S V@)
() ¥(z)
para cierta constante A\, para cualquier (¢, x) tal que ¢(t) # 0, ¥(z) # 0. Equivalentemente,
¢"(t) = (A =1¢(t),  Y'(x) = M(z). (2)



1.2)

1.3)

Como estamos buscando una soluciéon particular resolvemos (2) para t > 0, x > 0, y vemos que las
tnicas soluciones no nulas que cumplen ademas la condicion de contorno (1) son

A= —n?, ¥(x) = sen(nx), ¢(t) = Acos(tv/ 1+ n?) + Bsen(t\/1 + n?)
para ciertos n > 1 enteros, A, B € R no ambas nulas. Por el principio de superposicion (por linealidad)
podemos construir otras soluciones usando combinaciones lineales de éstas:

u(t,z) = Z sen(nz) <An cos(tv/1+n?) + Bysen(ty/ 1+ n2)) ,
n=1

con A,, B, constantes reales para n > 1. Para cumplir las condiciones iniciales tiene que cumplirse
que

sen(bx) = u(0, z) ZA sen(nx) sen(z) = %(O,x) = ¢'(0)(z) = Z By, sen(nz)y/ 1+ n2.
n=1

De esto deducimos que

As =1, A, =0paran#5, By = B, =0 paran # 1.

1
V2’
La solucién final queda

1
V2

Si la admite. Sabemos que la ecuaciéon de ondas es la ecuacion de Euler-Lagrange del funcional

(Tl (ou\* (0
u] == / / ot " dt dx.
0 0 ox at
(Se entiende que los términos bajo la integral estan evaluados en (¢,z).) De la misma forma puede
verse que la ecuacién del ejercicio es la ecuacion de Fuler-Lagrange del funcional

T T ou? ou
2
= — dtd
I [<8x> o <8t> "
Supongamos que tenemos dos soluciones ug, ug. Llamamos u := u; — us. Por linealidad, u resuelve el
siguiente PVI:

u(t,x) = sen(z) sen(tv/2) + sen(5z) cos(tv/26).

0? 0?

S tu=g5.  para (L) €[0.00) x [0.7],
u(0,z) =0, para z € [0, 7],

%?(O,x) =0, para x € [0, 7],

u(t,0) = u(t,m) =0, para t>0.

Usamos el siguiente funcional de energia, sugerido por el apartado anterior:

£t = /0” [(?;(t,x)>2+ (?:(t m)>2+u(t,x)2] da.

Se comprueba, usando la ecuacion y las condiciones de contorno (y teniendo en cuenta que la derivacion
bajo la integral est4 justificada gracias a que la solucion es de clase C?), que

d

&) =



Como tanto u; como ug cumplen las mismas condiciones iniciales, vemos que £(0) = 0. Luego £(t) = 0
para todo ¢ > 0, lo que implica que u(t,x) = 0 para casi todo t > 0, z € [0,n]. Por continuidad
u(t,x) = 0 para casi todo ¢t > 0, y por tanto u; = ug, asi que el problema del ejercicio tiene una tnica
solucién de clase C2.

2. Sean Q:= (—1,1) x (0,1) CR? y f: Q — R definida como:

flzy) = {

2.1) Determina los valores de pe [1, +o0] para los que f € LP(Q).

e’ si —1<x<0
sen(zy)+2 si 0<z<l1

2.2) Determina si existen las derivadas parciales débiles de primer orden de f y, en su caso, establece
cuéles son los valores de p para los que dichas derivadas parciales estan en LP((2).

2.3) Para esta f, determina la existencia y unicidad de minimo en H}(Q) del siguiente operador:

Fiuli= [ (190 + (= 17?)dGe.),

Solucién
2.1) La funcién f es continua a trozos en €2, luego f € LP(Q) para todo p € [1, +00].

2.2) Para la derivada débil con respecto a y escribimos, para cualquier ¢ € C§°(€2),

/_11 /Olf(x,y)ayab(x,y) dy dr = —/_11 /Olﬁyf(x,y)qﬁ(:p,y) dy de.

Observa que esta igualdad puede escribirse usando la derivada parcial clasica de f con respecto a y,
ya que para cualquier z fijo f es derivable (de hecho, C®) con respecto a y. Por tanto la derivada
parcial (tanto débil como clasica) de f con respecto a y es

0 si—1<x<0,
x cos(zy) si0<z<1.

ayf(mv y) = {

La derivada 0, f es una funcién continua a trozos, y por tanto esta en todos los espacios LP(2) con
p € [1,400].
Para ver si hay derivada débil con respecto a z escribimos la integral correspondiente. Como ahora

f no es derivable en z tenemos que partir la integral en dos trozos. Si existiese la derivada débil 0, f
deberia cumplirse que:

[ [ osevsepai= [ [ oot nan
= /_01 /01 e"0:¢9(x,y) dy dx + /01 /Ol(sen(my) +2)8,¢(z, y) dy da
- _/01 /01 e“o(z,y) dy de — /01 /Olycos(:cy)qﬁ(m,y) dyda:-|—/01 5(0, ) dy — 2/01 S0 )

Tomando ¢ con soporte en (—1,0) x (0,1) o con soporte en (0,1) x (0,1) los dos tltimos términos no
aparecen, y vemos que si existiese la derivada débil con respecto a x deberiamos tener

e’ si—1<z<0,

Ouf(z,y) = {

y cos(zy) sio<z<l,

con igualdad cierta en casi todo punto de . Pero esta expresiéon no es compatible con (3) para
funciones ¢ tales que f?l #(0,y) dy — 2f01 #(0,y) dy # 0. Esto demuestra que no existe la derivada
O, f en sentido débil.



2.3) Podemos reescribir F como

Flu] = /Q (IVuf? +u® - 2uf) + /Q 7.

El daltimo término es una constante, luego encontrar los minimos de F es equivalente a encontrar los
minimos de

Glu] = / (|Vul? + u? — 2uf).
Q
Este funcional puede escribirse como
1
Glu] = ia(u,u) — L(u).

donde definimos, para u,v € HJ (L),

o, v) :—Q/QVqu—i—Z/qu, () :_2/Qvf.

Comprobamos de la misma forma que en clase que se cumplen todas las condiciones para aplicar
el Teorema de Lax-Milgram: a es bilineal, continua, coerciva y simétrica, ¢ es lineal y continua. El
teorema nos dice entonces que existe un inico minimo del funcional G en HJ (), y por tanto lo mismo
es cierto para F.

3. Determina, segin los valores del parametro o € R, el ntimero de extremales del siguiente problema
variacional:

yeD

47 2 2
min/ [(y’(m)) — a(y(x) - Sen(Sx)> ]dw, D= {y e C%([0,47]) : y(0) = y(4n) = O}.
0

Solucién. Los extremales son las soluciones de la ecuacién de Euler-Lagrange asociada que estan en D.
La ecuacién de Euler-Lagrange asociada a un funcional de este tipo se puede obtener con la férmula general
vista en clase (o calculandola directamente a partir de la condicién de que la derivada de Gateaux debe ser
0). Se obtiene la ecuacion

y" + 20y = 2asen(8z). (4)
con las condiciones

y(0) = y(4m) = 0. (5)

Fl caso a = 0 es especial, ya que la ecuacién se vuelve homogénea. En ese caso, hay un dnico extremal: la
funcion y constantemente igual a 0.

En el resto de los casos podemos saber cuéntas soluciones tiene esta ecuacién usando el teorema de la
alternativa de Fredholm. Estudiamos primero la ecuaciéon homogénea y” + 2ay = 0: las tnicas soluciones
no triviales que cumplen ademas y(0) = y(47) = 0 son

nx

y(@) = sen (57,

TL2

T 32
Por el Teorema de Fredholm, para otros valores de « las ecuaciones (4)—(5) tienen una tdnica solucién.
Cuando o = n?/32 con n > 1 entero tenemos que comprobar el valor de la integral

/47r sen (%) sen(8x) dx.
0

Vemos que dicha integral es 0 salvo cuando n = 32. La conclusion final es que:

con n > 1 un entero, que corresponden a

o



1. Cuando a = n?/32 para algin n > 1 entero con n # 32, los extremales del problema variacional
forman una familia de un parametro (hay infinitos extremales).

2. Cuando a = 32 no hay extremales.

3. En cualquier otro caso hay un tinico extremal del problema variacional.

4. Considera una funcién regular u eue-decacen—infinite—y que resuelve el siguiente PVI:

2

u(0,7) = 2%, para x €R.

4.1) Sea v := %. ;Qué PVI resuelve? Asumiendo que existe una funcion M € L%(R) tal que

lu(t, z)| + |0 (t, )| < M(x) para todo (¢,z) € [0, +00) x R,

justifica que v = 0.

4.2) Usando el apartado anterior, deduce que u ha de ser de la forma u(t, z) = a(t) + b(t)x + c(t)2?,
y determina las funciones a, by c.

4.3) Compara la expresion obtenida en 4.2) con la deducida en clase para probar que

/ 22e= % dp = ﬁ
R 2

(Puedes usar la expresion dada en clase aunque la condicion inicial en este caso no sea acotada.)

Solucién

4.1) La funcién v resuelve el PVI

o _ o
ot 0z%’
v(0,2) =0, para z€R.

para (t,z) € [0,00) x R,

Bajo las condiciones del ejercicio la soluciéon es tinica. Como v = 0 es soluciéon de este PVI, deducimos
que v es constantemente 0. El hecho de que la solucién es tnica puede verse por ejemplo considerando
dos soluciones vy, vg, definiendo w := vy — ve, y considerando la energia

E(t) ::/Rw(t,x)2dx.

Dicha energia estd bien definida gracias a la condicién dada en el ejercicio, y también debido a esa
condicién podemos usar el teorema de derivacion bajo la integral para obtener

d
ZE(H) =0.

Como £(0) = 0, esto nos permite deducir que £(t) = 0 para todo t > 0, lo que implica v; = vy en casi
todo punto. Por continuidad, v; = wvs.

4.2) Fijando t > 0 e integrando tres veces en z la expresion



4.3)

obtenemos
u(t, ) = a(t) + b(t)x + c(t)z?,

donde a, b, ¢ son constantes de integraciéon que pueden depender de ¢t. Para determinar a, b, ¢ usamos
que u debe ser solucién del PVTI:

2% = u(0,z) = a(0) + b(0)z + c¢(0)x?,
luego a(0) = b(0) = 0, ¢(0) = 1. Por otra parte, para satisfacer la ecuacion del calor,
d(t) + ¥ (t)x +d(t)x* = 2¢(t).
Esto debe ser cierto para todo ¢ € R. En particular, para x = 0,
a'(t) = 2c(t).

Esto implica
V(t)r +(t)a? =0,

luego
V(t)=—c(t)x para x # 0.

La tnica posibilidad es que ¢/(t) = b'(t) = 0 para todo ¢ > 0. Finalmente,
ct)y=1, b(t)=0, a(t)=2¢ para t > 0.

La solucién u queda
u(t, ) = 2t + 2> para (t,z) € [0,400) x R.

La expresién de la solucién de la ecuacion del calor dada en clase es

ult, z) = / Pt — ) dy,
R

donde ® es la solucién fundamental de la ecuacion del calor,

1
O(t,z) = \/ﬁe*ﬂ.

Escribiendo esta expresion de u para x = 0 obtenemos

2t =u(t,0) =

Para t = 1/4 queda
eV’ dy,

! /y%ijj dy.
Vant Jr
L7

R

11
2 7

que es el valor que se pide.



