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Se considera el siguiente problema isoperimétrico: calcular el minimo relativo del funcional

Pl = [ vt de

en el espacio

D- {y € CL([L,e]), /1 iy(x)zdx _1, /1 iy(x) sen(r In(z)) dz — o} |

Encuentra las extremales del problema en DN C?([1,¢]). jEs alguna de las extremales un minimo
en DN C?([1,¢€])?

(Recuerda que el cambio de variable x = e* reduce una EDO de Euler a una con coeficientes constantes).

Solucion: Al tratarse de un problema de optimizacion con ligaduras, deberiamos introducir el
funcional corregido

1 1
F*(z,y,p) = 2p° + \i—y” + do—ysen(r In(x))

y calcular su ecuacion de Fuler—Lagrange asociada. Obtenemos

1 1 d 1 1
20—y + Aa—sen(wIn(z)) — —(22p) = 2\ —y + Aa—sen(wIn(x)) — 2y — 2zy" =0

x x x x x
0, equivalentemente,

A
22y +xy — Ny = 72 sen(rIn(z)) . (1)

Si retenemos solo la primera de las ligaduras', nos encontramos con una ecuacién de tipo FEuler
que, después del cambio de variable x = €*, se transforma en la siguiente ecuacion diferencial con
coeficientes constantes:

y'(z) — My(2) =0,

que ha de ser resuelta junto con las siquientes condiciones de contorno:?

de donde se desprende que las unicas soluciones no triviales, tras de haber deshecho el cambio de
variable, son todas de la forma
Asen(nmln(z)), A#O0,

de entre las cuales la ligadura solo es satisfecha si se toma A = ++/2. Por consiquiente, disponemos
de las extremales

Yn(z) = £v2sen(nr In(z)) .

'Multipliquese la ecuacién (1) por el factor < sen(rIn(z)) e intégrese por partes en el intervalo [1, ¢] para obtener
A2=0
ZDado que y € C¢([1,€])



Basta entonces con observar que la sequnda ligadura no es mds que una relacion de ortogonalidad
respecto de y; con funcion peso :

/16 iy(l’)yl(ﬂﬁ) dr =0,

de donde se desprende que (recuérdese la teoria estudiada sobre problemas isoperimétricos) las extre-
males en que se materializa el minimo son exactamente las que vienen dadas por

yo(z) = +v2 sen(27In(x)) .

Se consideran los siguientes tres funcionales:

Fly) = / (@) (@)* + q@)y(@)?) de, Gly) = / sy, Ayl=2Y

donde p € C'([a, b)), ¢,s € C([a,b]) y p,s > 0.

(2.a) Siendo y(z) un extremo relativo no nulo de A en

p={y €Cillat. [ st =7} 000,

determina la ecuacion diferencial que ha de verificar.

(2.b) Parap=s=1,qg=—1,a =0y b=m, calcula las extremales de F en D. Adem4s, sabiendo
que para estos valores se tiene F|y|] > 0 en D, prueba que todas ellas son minimos de A en D.

Solucién: (a) Si partimos del hecho de que y(x) es un extremo relativo (no nulo) de A en D,
en particular ha de verificar la ligadura Gly] = f;s(x)y(:t)2 dv = 7%. O, dicho de otro modo, y(x) ha
de ser un extremo relativo (no nulo) de 2F (luego de F) en Cj(la,b)). En definitiva, la ecuacion
diferencial que y(x) debe satisfacer no es otra que la ecuacion de Euler—Lagrange asociada al funcional

F: ;
_ 2 / AV _ — 0 .
o (2py) = (0y) —ay

(b) Para tales elecciones, se tiene que Fly] = [ (v (x)* — y(x)?) dz y

0=2qy —

0

D=1y EC%WLﬂL‘Aﬂy@fdx “Lnc(on).

Atendiendo a lo expuesto en (a), tendriamos que las extremales de F en D son las soluciones de
la ecuacion y" +y = 0 (a saber: y(x) = Acos(z) + Bsin(z)) que satisfacen las condiciones y(0) =
y(m) =0, [ y(x)?de = 5. Se tiene:

= y(0)=0=>A=0



» y(r)=0=>A4A=0
= 2= [(y(x)?de =5 = B? [/ sin(z)’dr = B*; = B =+1
Por consiguiente, las extremales pedidas son
y(r) = Lsin(z).
Finalmente, como Fly|,Gly] > 0 en D y Al£sin(z)] = 0, se deduce que el funcional A alcanza su

valor minimo (=0) en y(r) = £sin(z).

Se considera el siguiente funcional, que representa la energia asociada a la vibracién de la cuerda

de una guitarra de longitud 7:
T T
F[u]:/ / {—uf—ui}dwdt,
o Jo (2

definido en
D ={ueC'([0,T] x [0,7]) : w(0,2) = u(T,z) = u(t,0) = u(t,7) = 0}.

(3.a) Para u € C*([0,T] x [0,7]), encuentra la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al problema
variacional anterior.

(3.b) Se considera que:

e La cuerda estd fija en sus extremos: u(t,0) = u(t,7) = 0.
e La vibracién es estacionaria, luego u;(t = 0,z) = 0.

e La cuerda comienza a vibrar cuando es soltada de la posicién inicial

T siz e [0,7/2]
(m—xz) size€[n/2,7]

En las condiciones anteriores, resuelve el correspondiente problema mixto para la ecuacion
encontrada en el apartado (a).

Solucién: (a) La ecuacion de Euler—Lagrange es

d d
0= —a(ut) — %(—2%) = — Uy + 2”:1::1:
o0, equivalentemente,
Ut = 2U'CC$ .

(b) Se trata de resolver el problema mixto para la ecuacion de ondas uy = 2uy, que resulta de imponer
las condiciones de contorno u(t,0) = u(t,m) =0 y los datos iniciales

u(t =0,x) :{

T six e [0,7/2]
(m—x) siz € [r/2,7]

NI~ N



y u(t =0,2) = 0. Para ello empleamos la técnica de separacion de variables, que consiste en buscar
soluciones que respondan a la forma u(t,xz) = v(t)w(x). En tal caso habria de cumplirse

U”(t) B w”(x)

V(Bule) = 20(tp"(@) = 58 = 20

=-XeR.

Comenzamos resolviendo el problema de contorno constituido por la ecuacion w”(z) + Aw(x) = 0
Junto con las condiciones de frontera w(0) = w(w) = 0, el cual admite como valores propios A, =
n*,n € N, y como funciones propias w,(xr) = Cysin(nx), C; € R. El siguiente paso consiste en
resolver la ecuacidn diferencial v"(t) + 2n*v(t) = 0, que arroja la siguiente familia de soluciones:
v, (t) = Cy cos(v/2nt) + Cysin(v/2nt), con Cy, C3 € R. Por consiguiente, los perfiles buscados son de
la forma
up(t, ) = Z (A, cos(v2nt) + B, sin(\/§nt)) sin(nz), A,BeR.
neN
Imponiendo finalmente las condiciones iniciales, se tiene en primer lugar que

(tn \/_Z — A, sin(v2nt) + B, cos(\/_nt)) sin(n)

neN
= 0= (u,)(0,2) = ZBnSin(nx) VOo<z<m=B,=0VneN.
neN
Finalmente, se obtiene
= Z A, sin(nz) = Z ©n sin(nx) ,
neN neN
donde o fm
On = —/ o(x) sin(nx) dx
T Jo

—_

> six € [0,m/2]

son los coeficientes del desarrollo de Fourier en senos de la funcion p(x) = { 3
2

s(r—x) sizer/2,7
en el intervalo [0, 7). Para concluir, calculamos los ¢, (que han de coincidir, para cada n € N, con
los A, que buscamos):

( /O v Swsin(na) dr + / ; 5 (m — 2)sin(na) d:v)

( /0 v zsin(nz) dz — /ﬁ ; 2 sin(nz) do — % (Cos(mr) p (ng)))

= ([t [ 5 (o4 3)) = om0
([ st s o o 5))) = 5 ot - (1)) )

(% (costnm) —cos (n )) = — (sin(nm) — 2sin (n7 )) = - (cos(nm) — cos (ng»)

2N

Pn =

3 =

N

RS



Para describir el crecimiento de una bacteria mediante un modelo matematico, se supone que
el paso de nutrientes al interior de la misma esta regulado por un sistema de receptores enzimaticos
localizados en su membrana como indica el dibujo (modelo de Michaelis-Menten), de modo que el
nutriente externo es capturado por uno de los receptores que hay sobre la membrana bacteriana,
y entonces es bien introducido como alimento en la bacteria por un mecanismo de transporte o
bien devuelto al exterior, dejando de nuevo libre al receptor. Describimos este esquema molecular
mediante leyes de acciéon de masa, denotando por C' las moléculas de nutriente externo, por X los
receptores enzimaticos no ocupados, por X; los receptores ocupados y por P el nutriente que ha
pasado al interior.

(4.a)

© ® o o
o
O+ X, k:l X, ™Y @ \( Receptor libre (X))
k_1 d o
nytrientes | @ ®
X5 Pyx, ® | o9 ¢
1rgernos Receptor ocupado (X7)
o . ® °
[} ® @®Moléculas de
Mecanis

nutriente (C)
de transporte

Llamando como sigue: ¢ = [C], xg = [Xo], 21 = [X1] y p = [P] a las respectivas concentraciones
de cada uno (como variables dependientes del tiempo), determina el sistema de 4 EDOs que
verifican estas concentraciones.

Usando que la ecuacion del nutriente introducido estd desacoplada y que la concentracion de
receptores de membrana (ocupados + no ocupados) es constante, reduce el sistema a sélo 2
EDOs para las incognitas ¢ y ;. Toma inicialmente sélo receptores libres, es decir, z1(0) = 0
y 20(0) = R > 0 y todo el nutriente en el exterior, es decir, ¢(0) = N > 0y p(0) = 0.

Suponiendo que hay abundancia de nutrientes podemos considerar que a partir de un cierto
instante la concentracién de receptores ocupados apenas cambia, es decir, que dz;/dt ~ 0. Usa
esta hipdtesis para demostrar que

dc ac

- )

dt B+c

para ciertas constantes a y 3 descritas en términos de R, ki, k_1 v ko.

Usa (k;R)™! como unidad tipica de tiempo y N como concentracién tipica de nutrientes y
adimensionaliza la ecuacién (2).



Solucién: (a) El sistema es el siguiente:

il; =k_121 — kicxo,

% = k_121 — kycxo + Koy,
% = —k_ 121 + kicxg — Koy,
% = kox1 .

(b) A partir de la cuarta ecuacion, es claro que p(t) = p(0) + fg koxq(s)ds = fo kox1(s)ds. Por otra
parte, como la concentracion de receptores de membrana es constante se tiene que

d
o —(xo+ 1) = 0= 20(t) = 20(0) — 21(0) — 21 (t) = R — x:1(¢) .
Finalmente, sustituyendo xq en las ecuaciones de ¢ y x1 encontramos
dc
% = k,lazl — klc(R — SCl) = —k'lcR + (/{?10 + k71>l’1 ,
d
C:Zfl = klc(R - Il) - (I{J_l + /{32)1’1 = klcR - (]{710 + k_l + k’z)Il

(¢) Como dﬂ“ =0, se tiene que kicR — (kyc+ k_1 + ko)z1 = 0, luego

o — klcR
e kf10‘|‘k’_1+/€2 .

Entonces

de kic+ ko c kQRC

=k = —kik _

dt ICR ( k'lc + k—l + kg) ! 2Rl€1€ + /{3_1 + k?g c+ 1+k2

Basta finalmente por identificar
k_1+ ko
o = k‘gR, ﬁ = —_—

ki

(d) Se definen T =k Rt y v(r) = i]\t}) = w Entonces

dv  lde 1 1 ac(t) \ 1 a4t
dr — NdthiR  NER\B+c(t))  kR\pg+Ndd
o v(T) ke v(T)

NkR %—FU(T) Nk, 1+k2+v() ’

k_1+tko
Nlc Y =Nk

son ambas adimensionales.

(Todos los ejercicios tienen el mismo valor).



