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EJERCICIO 1. Sea I = (—1,1) y se definen a(u,v) = /u”(x)v”(m) dey F(v) = /fvdm, donde f viene
I I
dada por

fz) = T+ 1, si —1<z<L0,
Tl i(-2), sio<z <L

Se considera el problema de encontrar u € H3(I) tal queﬂ

a(u,v) = F(v), Yove€ HZ(I). (1)

l.a) ;Esta f en L?(I)? ;Tiene derivada débil en L?(I)? ;Tiene derivada débil en algiin otro espacio? En
caso afirmativo, calctlala y enuncia el concepto de derivada débil que estas usando.

1.b) Usando apropiadamente la desigualdad de Poincaré, demuestra que existe una constante a > 0 tal
que
2
a(v,v) = o|vl[z2p-

1.c) Demuestra que a(-,-) es bilineal y continua en H?(I) x H?(I). Demuestra que F es lineal y continua
en H2(I).
1.d) Estudia la existencia y unicidad de en HZ(I).

1.e) Determina justificadamente qué relacion hay entre las soluciones de en HZ(I) y las de

I —lav v) — F(v
Flul = min {FDl},  con Flu] = ga(v.) ~ Flo). )

1.f) Siu € H(I) es una solucién de , determina justificadamente las condiciones de regularidad sobre
% que necesitas para deducir la ecuacién de Euler-Lagrange asociada. Escribe dicha ecuacién y sus
condiciones de contorno.

Solucién. 1.a) Primero notamos que f esta acotada, ya que [z+1| < 1 cuando z € [-1,0] y 3|1 —z| < 3
cuando z € (0, 1]. Por lo tanto, cualquier potencia suya es integrable en un intervalo compacto, en particular

/!f(ar)!Qda: S/lda:: 1] =2 < .
1 I

Ahora pasamos a calcular su derivada. Tomamos ¢ € C3(I) y calculamos

1

0 0 1
/f(w)(;b’(x)dx _ / (a:+1)gz§’(a:)dx+/ %(1—x)¢’(w)dm partes _ —/lqﬁ(x)dx—i—/o %qﬁ(w)d:c—i—%qﬂ(O).

-1 0

1 -1<z<0
/ 1 ) =4 =Y
Por lo tanto f' = g — 560 donde g(x) —{ l0<a<1,

funcién de Lj,.(I). Por lo tanto f no tiene derivada débil.

y 0o es la Delta de Dirac (que NO es una

'Recuérdese que los elementos del espacio de Hilbert H?(I) son las funciones v € L*(I) cuyas derivadas débiles hasta orden
dos existen y pertenecen a L*(I). La siguiente expresion define una norma en H?(I):

||UH§{2(I) = HUH2L2(1) + HUIHQL%]) + HUN||2L2(1) .
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1.b) Para probar la coercividad de a usamos la desigualdad de Poincaré tanto para v € H3 C Hg como
para su derivada, ya que v/ € Hj, obteniendo [|v|[2, < C||v'||3, v [[v'][22 < C|[v”[|%:. Combinandolas,
obtenemos,

lolBzry = Ioll3e + 0/ [22 + 10”122 < (C + DI 32 + o[22y < (C(C +1) + DIl |2,

que es la desigualdad buscada con a = (C(C + 1) + 1)~ ya que a(v,v) = Hv”H%Q([).

1.c) Las liberalidades de a y f son consecuencia inmediata de cuatro hechos: la integral es lineal, derivar
es lineal, el producto es bilineal, y el producto por una funcién fija es lineal. La continuidad también es
bastante obvia (una vez comprobado en 1.a) que f es L?) usando Cauchy-Schwartz

la(u,v)| < llullz2llvllze < llullpzlvllez, [F@) <[ fllzzllvilize < [ fllezllvllee.

1.d) La existencia y unicidad de solucion del problema en HZ(I) es consecuencia del Teorema de
Lax-Milgram, cuyas hipotesis son precisamente lo que se ha verificado en los apartados anteriores.

1l.e) La segunda parte del Teorema de Lax-Milgram relaciona estos problemas en el caso en que a sea
simétrica, que es, trivialmente, nuestro caso. Concretamente dice que si a es simétrica, y poseen la
misma tnica solucién.

1.f) Para responder, realizamos primero los calculos necesarios para obtener la ecuacion de E-L. Toma-
mos una funcion ¢ € C§°(I) cualquiera y llamamos g(s) := Flu+ s¢| (notamos que u+ s¢ sigue estando en
HZ(I)), de modo que g alcanza un minimo en s = 0 y podemos escribir ¢’(0) = 0. Realizamos este calculo:

1
g'(s) = 4 / (*(UN +5¢")? — flu+ s¢))dx = / ((u” +5¢")¢" — f@f?) dx
dS I 2 I
por lo que ¢’(0) = 0 queda 0 = [,(u"¢"” + f¢)dx. Haciendo en la primera integral dos integraciones por
partes, para quitarle las dos derivadas a la funcién ¢, queda

0= [w's" - foyis = [ue]

- [u’”aﬁ}il + /I W" — pdz, Yo e (D).

El segundo sumando es cero, puesto que ¢ se anula en los extremos del intervalo, pero para anular el
primero, hemos de anadir condiciones nulas de la derivada segunda. Dado que también necesitamos usar la
derivada cuarta, concluimos que: “Si u € C*(I) es el minimo de F cumpliendo las condiciones de contorno
u(—1) =u(l) = u”"(-1) = u”(1) = 0, entonces cumple la ecuacion: v (z) = f(x)”.

EJERCICIO 2. Sea I = [0, 2(ez — 1)]. Se considera el problema consistente en minimizar el funcional

b= [(1+3) W)t o p={yecllls [sardr=1, [u@ods=o}.

1 1

siendo ¢ € C[I] N C?(I) una solucién no nula del problema de contorno

((1+ §)2¢’)/ + (% +1)6=0, #(0)=9(2cF —1)) =0. (3)

Calcula de forma justificada el minimo, si existe, de F[y] en DN C?(I).

Soluciéon. Antes de aplicar el teorema general de problemas variacionales con restricciones integrales
(que podria conllevar cierta dificultad) observamos que la primera restriccién es una normalizacion y la
segunda es de ortogonalidad a la funcién ¢, de modo que podria ser de aplicabilidad el teorema de formula-
cion variacional de problemas de Sturm-Liouville. Por lo tanto, tomamos 0 < P(x) = (1 + x/2), Q(x) =0
y S(z) =1y nos planteamos:

Fly] = /I (1+ 3)2 (@) ’dr en Ds= {y c CVI): /Iy(a:)Zd:c _ 1} ,

2
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cuyo problema de S-L asociado es (Py’) + Ay = 0, con ¢’ nula en los extremos del intervalo (recordamos
que, al no haber condiciones de contorno en Dg, la condicion es Fj, = 0 y en este caso se obtiene Py’ = 0,
es decir, condiciones Newmann homogéneas). Pasamos pues a resolver este problema de S-L

((1+g)2y’)/+Ay:0, y'(0) =3/ (2(e3 — 1)) =0. (4)

Como es una ecuacion e tipo Euler, hacemos el cambio de variable estandar: | (1 + ) = e! |, de donde

2(t) =y(z), = Zt)=y(x)2 = 2'(t)=1y"(x)4e® + /()26

y, sustituyendo, obtenemos la ecuacion (4)):
"

/
1
0=(1+ 2)23// +(1+ g)y' + Ay = ZZ - et% +ely + Az = Z(ZH + 2" +4)z) (5)

y las condiciones de contorno:

™

y(0)=9(2(e2 —1)) =0 = 2'(0)=2'(5)=0. (6)
Para calcular los posibles valores propios, determinamos las raices del polinomio caracteristico: p(u) :=

u? + u+ 4\, que son
—1++v1—-16X
Mt = 2 )

lo que nos plantea los siguientes casos:
16\ < 1| En este caso las dos raices son reales y las soluciones de la ecuaciéon son z(t) = Aet+! + Bet-t

pero al imponer las condiciones de contorno @ s6lo obtenemos la solucién nula.

16\ = 1| En este caso hay una tunica raiz real 4 = —1/2 doble, y las soluciones de la ecuacion son

2(t) = Ae~/2 4+ Bte "2, pero al imponer las condiciones de contorno @ s6lo obtenemos la soluciéon nula.

16\ > 1| En este caso hay dos raices complejas conjugadas, y las soluciones de la ecuaciéon son

V16X —1

2(t) = 7?2 (A cos(ft) + Bsen(ﬂt)), donde g = 5

Calculamos su derivada,

2(t) = _7164//2 (A cos(ft) + Bsen(ﬁt)) + ﬂeitﬂ( — Asen(ft) + B cos(ﬂt)))

para imponer las condiciones de contorno @:
-1 —1 s T -1 s s
714 + BB =0, A<7 cos(ﬁg) — ﬂsen(ﬂ§)> + B(? sen(ﬁg) + ﬁcos(ﬁ§)> =0.

Si observamos estas igualdades como ecuaciones en A y B, la existencia de soluciones no nulas equivale
a que la matriz de coeficientes no sea regular. Por ello, calculamos su determinante e igualamos a cero,
obteniendo:
1 9 s
=(-+ ) sen(8—-) = 0.
)= (3+0)sen(83)

S (5 sen(83) + Beos(83)) - (5 cos(83) — Bsen(53)

De donde deducimos finalmente los valores propios:

VvV16A —1 1
Sen(ﬂg):()@ﬁg:nﬂﬁfznﬁ An:n2+T67n:172737"'
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Hemos tenido suerte, el problema de contorno verificado por ¢ coincide con la ecuacion para el valor
A=1+ % = A1, es decir, ¢ es la primera funcién propia del problema S-L que estamos estudiando. Por lo
tanto, segun el teorema estudiado en clase, el minimo de F en D se alcanza en la segunda funcién propia
(que habria que terminar de calcular, si me la pidieran) y su valor es Flya] = Ao = 4 + %.

EJERCICIO 3. Encuentra explicitamente la solucion u = u(t, z) del siguiente problema de Cauchy para
la ecuacion de ondas, planteado en el intervalo [0, 27]:

O2u = 02u en (0,00) x (0,27),

u(t,0) =u(t,2r) =0 parat € (0,00),
u(0,z) = |r — 7| =7 para z € [0, 27],
Oyu(0,2) = sen(2z) para z € [0, 27].

Solucién. Esbozamos los pasos tedricos dados en clase. Primero buscamos soluciones no nulas en variables
separadas u(t,z) = T(t)W (z). Al imponer estos perfiles se obtienen sendos problemas

T'(t)+ AT(t) =0, y W"(z) + AW (z) =0, con W(0) =W(2r) = 0.

. 2 .
Al resolver el problema de S-L en z, obtenemos la sucesion de autovalores A, = - y autofunciones
(soluciones no nulas) W, (xz) = sen(’s). Al sustituir los A, en la ecuacion de T', obtenemos finalmente
una familia de funciones soluciones de la ecuacién de ondas con las condiciones de contorno:

up(t,x) = T ()W (z) = <Acos (%t) + Bsen (%t)) sen (%)

Usando el principio de superposicién, proponemos la solucién de la forma
nt nt nT
u(t,x) = Z <An cos (?) + B, sen (?)) sen (7),
n>1
e imponemos las condiciones iniciales para calcular los coeficientes A,, y By,.

u(0,z) = Z Ay, sen (%) = |z — x| —m, (0, ) = Z nBx sen (@) = sen(2x).

2 2
n>1 n>1

En este caso, deducimos inmediatamente By = 1/2 y B,, = 0 para n # 4, pero para determinar los A4,
necesitamos la serie de Fourier de ug(x) = |z — m| — 7, en el intervalo [0, 27]. Como sabemos es

2
up(x) = Z ap, Sen (%), donde ap = 71r/0 up(x) sen (%)’

n>1
por lo que simplemente nos resta calcular los a,, y escribir 4,, = a,.

27 - .
Ta, = / up(x) sen (%)diﬁ = / (—x)sen (%)dw + / (z — 27) sen (%)dw partes
0 . ;

T2 nx 2x n\ T 9 nx 2(x — 2m) nx.12r
= —/0 — cos (7)(11‘ — [? Cos (?)}0 +/7r Ecos (7)d:£ — [7 cos (7)]

n n m

= [ DL - (Feos () + [oen D) + (T eon ()

4 nmw 4 nm —8 nm
= (s (5) ~ (psen (5) = Ly sen (),
Como vemos que a,, = 0 si n es par, reenumeramos solo los impares n = 2k — 1, de modo que

-8
2%k — 1)2

2%k — 1) -8 8
2 ) )= (2k — 1)2(_ )= (2k — 1)2(_1)k‘

sen (¢

Ta2k—1 = (

4
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Para concluir, simplemente escribimos la solucién obtenida:

(—1)k (2k — 1)t (2k — 1)z
2k—1)2 COS( B )sen (T)

u(t,z) = %sen(?t) sen(2z) + % Z (
k>1

EJERCICIO 4. Consideramos cuatro sustancias quimicas X, Y, A, B que interactiian segin las siguientes
reacciones:

A2 x, BMy, xix+vExix4+x
k1

donde k1, ko, k3, k4 son constantes positivas que indican la velocidad a la que ocurre cada reacciéon. Deno-
tamos por x,y,a, b las concentraciones de cada una de estas sustancias quimicas. Suponemos que tenemos
una mezcla homogénea, de forma que z,y, a,b dependen tGnicamente del tiempo ¢. Suponemos también que
las concentraciones a, b son constantes independientes del tiempo.

4.a) Usando la ley de accion de masas, escribe el sistema de ecuaciones que satisfacen z,y.

4.b) Para o, A > 0 dadas consideramos el cambio de variables

u(r) == %a:(ow), u(T) = %y(on).

= Encuentra a, A en funcion de ki, ko, k3, k4, a,b de forma que el sistema resultante para u,v sea

de la forma ) )
u =1—~yu+uv,
{oZsl )

— Uu-v.

= Encuentra 3, en funciéon de kq, ko, ks, k4, a, b.

4.c) Calcula el (tinico) estado de equilibrio (es decir, la solucién constante en tiempo) de la ecuacion ([7))
en funcién de v y G.

Solucién. 1.a) Aplicando la LAM para las concentraciones de X e Y (y no para A y B, que permanecen
constantes), obtenemos:

2" = koa — ki + 3ksz?y — 2ksa®y = kea — kiz + ksz®y, Y = kab — ksz?y.

4.b). Derivamos el cambio de variable dado, y usamos las ecuaciones previas, para obtener:

2
Wir) = Salt)= %(kzga ~ ka + kgay) = 0";” — ok} +akg\? Y 0";” — akyu + aks\2u
o « akab x2 akab
v'(t) = X?/,(t) = X<k‘4b — k3x2y> = )\4 — Odk’g)\Qp% = )\4 — aks\u?v

Por lo tanto, imponiendo @ e igualando coeficientes, nos queda

aksa
= 1 1k
A b =a=¢ 2 9.0 Y A= 2a7
Oék‘g)\Q =1. kQa ks ks

v las dos constantes restantes son simplemente
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