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Ejercicio 1 (0.8 puntos). 1. (0.3 puntos) Demuestra que
1 1
/ u(z)? dz S/ (u'(z))* da
0 0

2. (0.3 puntos) Demuestra que el funcional F: H}(0,1) — R definido por

para toda u € H}(0,1).

1 1 1
F(u) ::/0 (cosz)(u'(z))? d:c—i—i/o u’(a;)u(ac)senxdx—i—/o v (z) cos(x) dx

alcanza un tinico minimo en H (0, 1).

3. (0.2 puntos) Suponiendo que la funcién donde se alcanza el minimo del apartado anterior es
una funcién en C2[0, 1], demuestra que debe ser solucién de cierta ecuacién diferencial. Escribe
cudl es esta ecuacion.

Solucién 1. 1. Podemos hacerlo por ejemplo de la siguiente forma, vista en clase: para u €
C°(0,1), usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

/Dlu(x)Qd:U:/()l(/O '(y dy) d:c</ / )2 dy dz
/ / )? dy dz = /01(U'(y))2dy~

Por densidad, obtenemos el mismo resultado para toda u € H}(0,1).

2. Intentamos aplicar el teorema de Lax-Milgram. En el espacio de Hilbert H&(O7 1), definimos
1 1 1 1 1
a(u,v) := 2/ (cos z)u'(x)v'(z) dz + 4/ o' (z)v(z) sen z dz + 4/ u(x)v'(z) sen x dz,
0 0 0
1
L(v) = —/ v'(x) cos(z) dz,
0

de forma que F(u) = $a(u,u)—£(u). Es facil ver que £ es lineal y continua. Para la continuidad,

por ejemplo, vemos que

al< [ (@) cos)d < / (@) da < (/ 1 |v’<oc>\%uc)5 < ol oy

Es obvio que a es simétrica (hemos escogido sus dos ultimos términos pensando en eso), y es
facil ver que a es bilineal: a(u, \v + pw) = Aa(u,v) + pa(u,w) para cualesquiera A\, u € R,
U, v, W € H&(O, 1). También es continua porque

/Ol(cos ) (z)v' (x) da

/ o/ (@) ()| do < [|u'll 20,1 10l 220,y < lull iz ollvllz0,0),




y podemos hacer una cota muy parecida para los otros términos. En cuanto a la coercividad,
usando la desigualdad del apartado 1y que cosz > 1/2 para z € [0, 1],

1 1
a(u,u) = 2/0 (cosz)(u'(z))* dz + ;/0 v (z)u(z) senz dx
1 ! 2 —1 1 'LL/ I)ulx) senxadr
> [w@ra-; [ W@l s

> [ wpas L ([ww?) ([owr) =] [ ez

Esto demuestra que a(u,u) > )\||u||]2ql( para cierta A > 0, ya que sabemos que la tultima

0,1)
expresion que hemos escrito es una norma equivalente a la norma en H&(O, 1). Dado que se
cumplen todas las hipdtesis del teorema de Lax-Milgram, el funcional F tiene un tinico minimo
en H}(0,1).

3. La funcién u € H}(0,1) donde se alcanza el minimo de JF es la tinica que cumple
a(u,v) = £(v) para todo v € H}(0,1),

es decir,

! / / e / 1! / . ! /
2/0 (cos z)u'(z)v'(x) d$+4/0 u'(z)v(x) senxdw+4/0 u(z)v'(x) senxdx—/o v'(z) cos(z) dz.

Suponiendo que u es una funcién C? en [0,1], debe ocurrir que u(0) = u(1) = 0 (ya que
u € H}(0,1)). Podemos integrar por partes y obtener

-2 /01((cos o) (z)) v(z) dr — 1 /01 u(x)v(x)cosxdr = — /01 v(x)sen(x) dz,
lo que implica por el teorema fundamental del cdlculo de variaciones que
2((cosz)u'(x))" + iu(w) cosx = sen(z), x € (0,1).
(Alternativamente, podemos simplemente escribir la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al

funcional F.)

Ejercicio 2 (0.7 puntos). Sea up: R — R una funcién de clase C2, integrable en R. Queremos
resolver la siguiente ecuacién de ondas en dimensién 1, donde la incégnita es la funcién v = u(t, x),
u: R x R — R, usando la transformada de Fourier:

Ofuzﬁiu, teR, z €R,
U(O,LL‘) = Uo(l'), z € R, (1)
Ou(0,x) =0, x e R.

1. (0.2 puntos) Sea f: R — C una funcién integrable. Dado k£ € R, definimos su traslacién
fr: R = R por fi(x) := f(x + k), x € R. Demuestra que

~

Je(€) =™ f(€)  para todo € € R.
2. (0.1 puntos) Como consecuencia, demuestra que para cualquier k,x € R se tiene
_ 1
FH(eos(k)F(H)) (@) = 5 (f(z + k) + fz = k).

(Se entiende que la parte izquierda de la igualdad anterior representa la transformada de
Fourier inversa de la funcién & — cos(k&)F(f)(£)).



3. (0.2 puntos) Si u es la solucién de (1), escribe la ecuacién que cumple su transformada de
Fourier respecto z, esto es:

a(t, €) == (2m) "2 /OO u(t, z)e " d.

—0o0
Encuentra 4 explicitamente.
4. (0.2 puntos) Calculando la transformada inversa de 4, encuentra la solucién u explicitamente.

Solucién 2. 1. Tenemos que

V2r fi(€) / fr(z)e ™ da = /_Z flx+k)e ™ dx
= / fx)e " @ME dz = Vame™® f(¢).

2. Usando la férmula anterior para fr y f_r vemos que
F(f+ f-#)(€) = 2 cos(kE) ().
Tomando la transformada inversa en las dos partes obtenemos la formula que se pide.
3. Tomando la transformada de Fourier en la ecuacién de ondas obtenemos que
o = —[¢’.
Resolviéndola para & fijo,
a(t, &) = A(§) cos([¢[t) + B(&) sen([S[t),

para ciertos coeficientes A = A(&), B = B(
iniciales vemos que 4(0, &) = ug(€), dra(0,£

A(§) =ug(§),  B(§=0.

¢) que dependen de &. Imponiendo las condiciones
) =0, luego

Asi que
a(t, &) = ug(§) cos([€[t) = uo(§) cos(&1). (2)

4. Tomando la transformada inversa en (2) y usando la férmula del apartado 2,

u(t, &) = (uo(x—i-t)—l-uo(a:—t))

que es la solucién de la ecuacién de ondas en este caso.



