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Ejercicio 1 (0,5 puntos). 1. (0,15 puntos) Encuentra los coeficientes a,, by, de la serie de Fourier

de la funcién f: [-m, 7] = R, f(x) := cos(3z + 7), de forma que

- ?0 + i (an cos(nx) + by, sen(n:ﬂ)) z € [-m, 7.

n=1

2. (0,2 puntos) Consideramos la funcién f: [-1,1] — R dada por f(z) := |z|>/2. ;Para qué
enteros k > 0 es cierto que f € H¥(—1,1)? Justifica tu respuesta.

3. (0,15 puntos) Sea A una matriz simétrica d x d, estrictamente definida positiva, y sea v € R?
un vector cualquiera. Demuestra que el funcional F': R* — R definido por

F(.I) = <A$,(IZ> - <Q?,U>
alcanza un tnico minimo en R?, y no alcanza ningin maximo.

Solucién 1. 1. Vemos que

f(x) = cos(m/4) cos(3z) — sen(mw/4) sen(3x) = ? cos(3x) — \f sen(3z).

Esto ya es la expresién de la serie de Fourier, asi que inmediatamente tenemos que

V2o V2
3_27 3 — 21

ap =by, =0 paran # 3.

2. Por resultados vistos en clase sabemos que

3
f(z) = §|:1:\1/2 sgn(x) en sentido débil,
(z) = %\xrl/? en sentido débil,

y sabemos que no hay derivada tercera en sentido débil. Vemos que f € L%(—1,1), f' €
L?(—1,1), pero f" ¢ L?(—1,1), asf que:

feHY-1,1), feHY(-1,1), f ¢ HY(-1,1) parak > 2.

3. Si consideramos el espacio de Hilbert R? con el producto escalar usual y definimos

a(x,y) := 2(Ax,y), l(x) == (x,v), z € RY,



es facil ver que a, £ cumplen todas las propiedades requeridas por el teorema de Lax-Milgram (a
bilineal, continua, simétrica y coerciva; ¢ lineal y continua). En este caso a es coerciva porque

la(e, z)| = 2(Az, ) > 2X||z|)%,

donde la desigualdad es equivalente a la propiedad de que A sea definida positiva. El Teorema
de Lax-Milgram nos dice entonces que existe un tinico punto critico de F', que es ademéas un
minimo. No se puede alcanzar un maximo porque sélo existe un punto critico, que es un minimo
estricto.

Alternativamente, también se puede demostrar que F' es convexo y que tiene un tnico punto

critico en . = A~ tw.

Ejercicio 2 (0,5 puntos). Sea € := (0,1) x (0,2) C R2. Consideramos la ecuacién en derivadas
parciales
Au(z,y) = —Au(z,y),  (z,y) €9,

donde A\ € R es un pardmetro, y con condicién de contorno
u(z,y) =0 para todo (z,y) € OQ.

Encuentra todas las posibles soluciones clésicas en variables separadas (es decir, de la forma u(x,y) =
¥(x)p(y)) de la ecuacién anterior, para todos los posibles valores de A € R.

Solucién 2. Una posibilidad es u(z,y) = 0, la solucién trivial. Una solucién no trivial u(z,y) =
Y(x)e(y) debe cumplir

(@)e(y) +P(@)¢"(y) = —Mp(z)e(y)  en
y ademas
P(0)=9(1) =0,  ¢(0)=¢(2)=0.
Dividiendo por ¢ (x)p(y) vemos que (al menos donde ¢ (z)p(y) # 0),

V@) _ W)

Y(x) ¢(y)

lo cual implica que

'(x) = —p(x),  P(0) =1(1) =0,
¢"(y) = —(A—me(y),  ¢0)=e2)=0.

2(m2 — 4n2
4= n2n, A_M:WT:M:W

Y(x) = Asen(nmx), ©(y) = Bsen <¥) .

Todas las soluciones en variables separadas son por tanto
™
u(z,y) = C'sen(nmz)sen (%)

para cierta C' € [0, 4+00) y m,n > 1 enteros.

Queda el detalle de justificar que no hay otras soluciones en variables separadas, ya que estric-
tamente s6lo podemos completar el razonamiento anterior en los puntos x,y donde ¥ (z)p(y) # 0.
Pero el razomaniento si es valido para probar que en los puntos donde ¢, ¥ no sean 0 deben ser de
la forma anterior. Como no hay posibilidad de completar una funcién C? definida a trozos que valga
0 en algunos intervalos y la solucién usual en otros, vemos que en realidad no hay otras soluciones
en variables separadas. Esta tltima parte no se ha tenido en cuenta para la correccion.



Ejercicio 3 (0,5 puntos). Sea Q := (0,1) x (0,1) € R2. Consideramos la ecuacién en derivadas
parciales

% + 8§u + 0,0yu = ee? (z,y) € Q,
u(z,y) =0, (z,y) € 0.
1. Enuncia una definiciéon razonable de solucién clésica para esta ecuacién.
2. Enuncia una definicién razonable de solucién débil para esta ecuacion.

3. Usando estas definiciones, demuestra que una solucién clasica es también una solucién débil.

4. Demuestra que existe una tinica solucion débil de la ecuacién, en el sentido de la definicién que
acabas de dar.

Solucién 3. 1. Decimos que una funcién u: @ — R es una solucién cldsica del problema si
u € C2() NC(Q) y cumple la ecuacién anterior en cada punto (tanto la EDP, en €, como la
condicién de frontera en 092).

2. Decimos que u € H{ () es una solucién débil del problema si

/ YVuVo + / Dyu dpv = _/ e“eYv  para toda v € Hy (%),
Q Q Q

donde se entiende que todas las integrales son en z, y.

3. Si u es una solucién clésica, podemos multiplicar la ecuacién por v € C2°(Q2) e integrar:

/exeyvz/vAujL/v@xayu:—/VvVu—/&vv@yu,
Q 0 Q 0 Q

donde hemos usado una de las férmulas de Green vistas en clase. Esto demuestra que se
cumple la igualdad de la forma débil para todos v € C°(2), y entonces se cumple también
para v € H}(Q) por densidad.

4. Para usar el teorema de Lax-Milgram en el espacio de Hilbert H{ () definimos a: H}(2) x
H(Q) = R, £: HY() — R por

a(u,v) ::/VUVU+/ Oyu0,v, l(v) = —/ e“eYv.
Q Q Q

Es facil ver que a es bilineal y continua, y que £ es lineal y continua. Para ver que a es coerciva
podemos usar la desigualdad de Poincaré:

a(v,v):/Q|Vv|2—|—/98yv3xvE/Q\Vv]2—/9|8yv|]3xv|

1 1 1
> Vv2—/8v2—/ 8;51)2:/ Vol?.
Lrwer =5 [1008 =5 [ 100 =5 [ v

(Hemos usado también la desigualdad ab < 3(a?+b?).) Una vez que tenemos esta desigualdad,
la coercividad se demuestra igual que se ha visto en clase para la ecuaciéon de Poisson. El
teorema de Lax-Milgram demuestra entonces que existe una tinica solucién débil de la ecuacién.



