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La duracion del examen es de tres horas.

Ejercicio 1 (3 puntos). Se considera el funcional Fly] = fol (sen(z) + ¢/(x)?) dz definido en el
dominio

1
D ={C?0,1] : y(0) = y(1) =0, / y(@)de =1},
0
Se pide:
(i) Encuentra todos los extremales (puntos criticos) de F.

(ii) Discute si F alcanza o no un minimo en D. En caso afirmativo, calcula dicho minimo e indica
dénde se alcanza.

(iii) Responde a los apartados anteriores en el caso en que
1
D= {02[0, 1] : / y(x)? de = 1} :
0

Solucién 1. 1. Podemos reescribir F como

1 1 1
f[y]:/o sen(w)dx—i—/o y’(x)dezl—cos(l)—}—/o Y (z)? da.

. . . = 1

Para encontrar los extremales es suficiente estudiar el funcional Fly] := [; ¢/(z)?dz en D.
Teniendo en cuenta la restriccién integral, las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes
son

y'(x) = —y(z),  y(0) =y(1) =0,

con A € R un pardmetro. Esto es un problema de Sturm-Liouville cuyas soluciones en D son
A =n?7? y(x) = £V2sen(nmz),

con n > 1 entero. Estos son todos los extremales de F.

2. Por un teorema visto en clase, sabemos que F (y en consecuencia F) alcanza su minimo en la
primera funcién propia. Es decir, F alcanza su minimo en las dos funciones

y(z) = £v2sen(rz).

El valor del minimo de F es A = 72. Por tanto, el valor del minimo de F es 1 — cos(1) + 72,



3. En el caso del dominio sin condiciones de borde, sabemos que deben sustituirse por y'(0) =
y'(1) = 0. Los extremales vienen dados ahora por las soluciones en D del problema

y'(x) = =My(z), ¥ (0)=4'(1)=0,

que son
A =0, y(x) = £1,

o bien
A =n?r? y(z) = +V2cos(nmz),

con n > 1 entero. Estos son todos los extremales de F en el segundo caso. De nuevo por el
resultado visto en clase, el minimo se alcanza en

y el valor del minimo es 1 — cos(1). (En este segundo caso es fécil ver que el minimo se alcanza
en una funcién constante, ya que de la expresién de F se ve claramente que el valor de F no
puede ser menor que 1 — cos(1).)

Ejercicio 2 (4 puntos). Dado Q C B(0,1) C R? abierto, acotado y con frontera C*®, y dada f €
C2(f2) consideramos la siguiente ecuacién en derivadas parciales en ) para una incégnita u = u(z),
u: Q — R:

Au+ Az -Vu=f en €,

con condicién de contorno u = 0 en 9f).

1. Da una definicién razonable de solucién clasica de esta ecuacion.

2. Demuestra que una solucion clasica de la ecuacién anterior con la condicién de contorno dada

debe cumplir
/Vqu—)\/vx-Vu:—/fv (1)
Q Q Q

3. Demuestra que para || suficientemente pequefio existe una tnica u € H} () que cumpla (1)
para todo v € C°(12).

para todo v € C°(€2).

4. En el caso de 2 = (0,1), demuestra que la ecuacién planteada al principio tiene una unica
solucién para cualquier A € R.

Solucién 2. 1. Una solucién clésica de la ecuacién anterior es una funcién u € C?(2) que cumpla
la ecuacién en cada punto de €, y tal que u = 0 en todos los puntos de 9. (Se acepta también
u € C?(Q)NC().)

2. Obtenemos la ecuacién (1) multiplicando la EDP por v y usando la férmula de Green. Obser-
vamos que el término de borde desaparece usando que u = 0 en 0f2.

3. Queremos usar el teorema de Lax-Milgram en H{(Q). Para esto definimos

a(u,v) := /QVUVU — )\/Qw: -Vu, l(v) = —/va,

para u,v € H}(Q2). Es ficil ver con estimaciones estdndar que a es bililneal y continua, y que
¢ es lineal y continua. Para ver si a es coerciva escribimos

a(v,v) = /!Vv!2 /vx Vv>/ |Vo|? — p\‘/ v|z|| Vo]
/!Vv|2 ,)\|/ 10|V >/ Vol? — | (/ |v’2)1/2 </ |vv|2>1/2
< [1vor= L [1wep = (1= L) [0,



donde A es la constante de Poincaré del dominio Q. Por tanto, para |A| < v/Aq podemos
asegurar que a es coerciva, y el teorema de Lax-Milgram asegura que hay una tunica u que

cumpla (1).
Otra forma alternativa de hacer demostrar la coercividad es escribir, usando la férmula de
Green,
1 d
/U.CE'V’U:/.%'-V(’UQ):—/Uz.
Q 2 Jo 2 Jo
Por tanto,

a(v,v):/ ]Vv|2+)\d/1)2.
0 2 Jo

Para A > 0 vemos directamente que a es coerciva, y para 0 > A > —2\q/d podemos escribir

d| A 2
> - \V4
o) 2 ( 2Aﬂ>/g’ o

lo que también demuestra que a es coerciva.

4. En el caso Q = (0, 1) la ecuacién es
u + A = f, u(0) =u(1) = 0.

Para saber si tiene solucion tunica podemos usar la alternativa de Fredholm y estudiar el
problema homogéneo
u” + v’ =0, u(0) =u(1) =0.

Las soluciones de u” + A\zu’ = 0 se pueden escribir explicitamente: son
X _A 2
u(x) :A—l—B/ e 2¥ dy,
0

con A, B € R. Si imponemos las condiciones de borde obtenemos A = B = 0, asi que la tinica
solucién posible es la trivial. El teorema de la alternativa de Fredholm nos dice entonces que
la ecuacion completa tiene solucién unica para cualquier A € R.

Ejercicio 3 (3 puntos). Consideramos las siguientes reacciones entre tres especies quimicas A, B, C, D,
con constantes de reaccién ki, ko, k3 > 0:

24 B A+B 0 3B 90

1. (0,5 puntos) Usando la ley de accién de masas, escribe las ecuaciones diferenciales ordinarias
que describen el comportamiento de las concentraciones a, b, ¢ de las especies A, B, C.

2. (0,5 puntos) Encuentra una ley de conservacién que describa la conservacién de la masa del
sistema.

3. (0,75 puntos) Suponemos que las concentraciones iniciales son a(0) = ag, b(0) = bg, ¢(0) = ¢y,
con ag, bo, co > 0. (Es cierto que a(t), b(t), ¢(t) son no negativas para todo ¢t > 07 ;Existe solu-
cién definida en [0, +00) del sistema de ecuaciones ordinarias con estas condiciones iniciales?

4. (0,75 puntos) Dadas las concentraciones iniciales a(0) = ag, b(0) = by, ¢(0) = co, con ag, b, co >
0 como en el apartado anterior, ja qué equilibrio debe converger el sistema cuando ¢t — 4007

5. (0,5 puntos) ;Puedes demostrar rigurosamente que la solucién (con condiciones iniciales posi-
tivas) converge al equilibrio del apartado anterior?

Solucién 3. 1. Las ecuaciones ordinarias que dan la evolucion en tiempo de las concentraciones
de a, b, c son
d

i —2k1a% — koab, %b = kia® — koab — 3ksb?, %c = koab + 2k3b®.



2. Se comprueba facilmente que %(a +2b+3c¢) =0, luego a + 2b+ 3¢ es una cantidad constante
en tiempo.

3. La parte derecha de la ecuacién ordinaria esta dada por
f(a,b,c) = (—2k1a® — koab, k1a® — koab — 3ksb®, koab + 2k3b®).

Esta funcion es polindmica, y el teorema de Picard-Lindelof asegura que existe una tnica
solucién, al menos local en tiempo. Ademds, si la coordenada i del vector v = (a, b, c) es 0 y las
demads son no negativas, entonces (f(v)); > 0, y esto es valido para ¢ = 1,2, 3. Esto implica que
la ecuacién conserva la positividad, y las soluciones a, b, c son > 0 para t > 0. La conservacién
de la positividad y de la masa (apartado anterior) implican que la solucién no puede explotar,
y por tanto estd definida en [t, +00).

4. Buscamos los equilibrios aug, boo, Coo del sistema con aoo, boo, Coo = 0, ya que sabemos que se
1 itividad. De 1 ién de ¢ deduci boo = b3, =0 b
conserva la positividad. De la ecuacion de ¢ deducimos que aoobso S ya que ambos
términos son no negativos), asi que by, = 0. De la ecuacién de a vemos también que ao, = 0.
Por tanto, los equilibrios son

Uoo = bso = 0, Coo = const.
El sistema debe converger al tinico de estos equilibrios que cumpla la ley de conservacion
ag + 2by 4+ 2o = Qoo + 2bso + 30 = 3Co0,

luego esperamos que

1 2
lim a(t) = lim b(t) =0, lim ¢(t) = 300 + —bo + co.

t—~+o0 t—+o0 t—+o00 3

5. De las ecuaciones de a de ¢ se ve que las dos son funciones monétonas (ya que sabemos que
a, b, ¢ son siempre no negativas). Esto implica que a, ¢ tienen limite cuando ¢t — +oo (que debe
ser finito, por conservaciéon de la masa), al que llamamos aq, ¢x. Integrando en tiempo las
ecuaciones de a y de ¢ obtenemos que

/ 2k1a(t)* dt < ag < +oo, / koa(t)b(t) dt < ag < 400, / Esb(t)3 dt < coo < +00.
0 0 0

Integrando en tiempo la ecuacién de b, esto demuestra que b(t) tiene limite cuando t — o0,
al que llamamos by,. Como a, b, ¢ tienen limite cuando t — oo, vemos que %a, %b, %c también
tienen limite, que debe entonces ser 0. Pasando al limite en las ecuaciones vemos que aeo, boo s Coo
tiene que ser un equilibrio, y por conservacién de la masa tiene que ser el equilibrio dado en el

apartado anterior.



