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Parte 1

Calculo de variaciones






Capitulo 1

Introduccion al calculo de variaciones

Un problema comin en matemaéticas es el de encontrar el minimo (o el méaximo) de
una cierta funcion definida en R™ o en un subconjunto de R". Este tipo de problema
aparece cuando queremos optimizar una cantidad. Por ejemplo: jqué precio deben tener
las entradas de un concierto para conseguir la mayor recaudaciéon posible? De la misma
forma, en muchas situaciones es tutil encontrar una curva o una superficie que sea “la
mejor posible” en algin sentido. ;Qué trayectoria debe seguir un avién que vuela entre
dos puntos para gastar la menor cantidad posible de combustible? En esta pregunta
hay varias cosas a tener en cuenta: una, que si los dos puntos estdn muy alejados la
curvatura de la Tierra no permite ir en linea recta. Por otra parte, es mejor volar més
alto porque el aire es menos denso y se gasta menos combustible; sin embargo, subir
gasta combustible. ;Cual es la altura 6ptima a la que debemos volar? ; Cuél es la mejor
forma de subir hasta esa altura? ;Una subida fuerte al principio, tal vez una subida
suave?

Se le da el nombre de cdlculo de variaciones a un conjunto de técnicas para encontrar
extremos de funciones (a las que llamamos funcionales) definidas sobre espacios de
dimension infinita (normalmente espacios de funciones como C?[a, b] por ejemplo). En
este sentido es una generalizacion de las técnicas que se usan para encontrar extremos de
funciones en R?, con la diferencia de que la incégnita, el objeto 6ptimo que buscamos, no
es un punto de R? sino una funcién definida en cierto conjunto. Podemos verlo como una
generalizacion a dimension infinita de las ideas que conocemos para encontrar extremos
de funcionales en dimensién finita. Por supuesto, los problemas que aparecen son en
general mucho més complejos.

Por otra parte el calculo de variaciones es una herramienta fundamental en la for-
mulacién de las teorias actuales de la fisica, y da un nuevo punto de vista en varios
problemas.

1.1. Definiciones basicas

Lo primero que debemos hacer es fijar el lenguaje que usamos para hablar de los
extremos de una funcion:

Definicién 1.1.1 (Extremos). Sea D un conjunto cualquiera, y F: D — R una funcion.

= Decimos que F alcanza un minimo en y, € D, o que y, es un minimo de F, o
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que y, es un minimizador de F, cuando
Fly) > F(ys) para todo y € D.
Decimos ademéas que es un minimo estricto cuando

F(y) > F(y.) para todo y € D con y # y..

= Decimos que F alcanza un mdzrimo en y, € D, o que y, es un mdzimo de F, o
que y, es un mazximizador de F, cuando

F(y) < F(ys) para todo y € D.
Decimos ademaés que es un mdzrimo estricto cuando

F(y) < Fly.) para todo y € D con y # ..

Decimos que y, € D es un extremo de F si es un maximo o un minimo.

Si y. € D es un minimo de F, a veces decimos que F(y,) es el valor minimo de F,
y analogamente con el valor maximo. Los extremos que hemos definido son extremos
globales, en el sentido de que la desigualdad se cumple en todo el dominio de F. Si el
espacio considerado estd dotado de una norma (o al menos una topologia) podemos
definir los extremos locales, considerando, en lugar de todo el subconjunto D, los y en
un entorno de y,.

La busqueda de extremos de un funcional no varia si hacemos transformaciones
afines del funcional:

Lema 1.1.2. Sea D un conjunto cualquiera, y F: D — R una funcion.

1. Sean A,B € R con A > 0. Un punto y. € D minimiza a F si y solo si minimiza
a AF + B.

2. Un punto y. € D minimiza a F st y solo si maximiza a —F.

El altimo punto nos dice que podemos restringir el estudio a la busqueda de mini-
mos, ya que para buscar maximos no tenemos més que buscar minimos de —F. Haremos
esto de forma sistematica, sin volver a mencionar que el caso de los méximos es com-
pletamente analogo.

1.2. El caso de R¢

Comenzaremos recordando la teoria de extremos en R? como motivacién para en-
tender las técnicas de célculo de variaciones.

Sabemos que no todas las funciones tienen extremos. Por ejemplo, la funcion f(z) =
x definida en €2 = R no tiene extremos globales ni locales. También sabemos que los
valores méaximos y minimos se pueden alcanzar en més de un punto del dominio, por
ejemplo la funcion f(x) = 2% definida en © = [—1,1] alcanza el méaximo absoluto 1 en
-1y 1.

Para garantizar la existencia de extremos globales, recordamos el Teorema de Weiers-
trass.
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Teorema 1.2.1 (Teorema de Weierstrass). Si D C R" es compacto y f : D — R es
continua, entonces f alcanza un valor mdximo y un valor minimo en D.

Es claro que ambas hipotesis (D compacto y f continua) son necesarias (jpor qué?).
También es claro que si f alcanza un maximo en un punto z, € D, entonces — f alcanza
un minimo en ese mismo punto z, € D. Podemos, por tanto, reducirnos a dar criterios
para encontrar minimos, ya que de forma anéloga encontrariamos los maximos.

Uno de los resultados mas conocidos puede enunciarse asi:

Teorema 1.2.2 (Condiciéon necesaria de extremo en ]Rd). Sean Q C R? un abierto,
f: Q — R una funcion de clase C*. Si la funcion f alcanza un extremo en un punto
Y« € §) entonces

Vf(z.) =0. (1.1)

Decimos que f tiene un punto critico o estacionario en y, si Vf(y.) = 0. Este
resultado tiene varios inconvenientes:

1. No nos da una condicion suficiente para encontrar un extremo, ya que por ejemplo
las funciones f(r) = 2> en Q = Ry f(z,y) = 2?2—y? en ) = R? no tienen extremos
en sus puntos criticos.

2. Requiere que f sea una funcién C!', definida en un abierto. Por ejemplo, este
resultado no nos sirve para encontrar extremos que estén en la frontera del dominio
de definicién, cuando este dominio no es abierto. No sirve tampoco para funciones
definidas en una superficie.
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Capitulo 2

Condiciones necesarias de extremo

2.1. Variacion de una funcion. Condiciones necesarias
de extremo

Queremos ahora encontrar un enunciado similar al teorema 1.2.2 en el caso de es-
pacios de dimensién infinita. La dificultad principal que nos encontramos es que el
concepto de gradiente depende de la norma que elijamos, y en un espacio de dimensiéon
infinita no son todas equivalentes. Lo que es mas importante, pedir que un funcional
sea C! es normalmente demasiado restrictivo. Para evitar esto usaremos las derivadas
direccionales, definidas de la siguiente forma:

Definicién 2.1.1 (Variacién de Géteaux). Sea X un espacio vectorial, D C X un
subconjunto cualquiera, F: D — R un funcional. Para y € D, v € X decimos que
existe la derivada direccional 0,F (y) si

1. existe § > 0 tal que y + ev € D para todo € € (—4,0),
2. y la funcion € — F(y + ev) es derivable en € = 0.

En ese caso definimos

F(y+ev)—f(y)_

€

0o F(y) : (2.1)

- & e:O]:(y + GU) a lli%

A 6,F(y) lo lamaremos variacion de Gateauzr o derivada direccional de F en y en la
direccion de v.

Dado y € D, decimos que v € X es admisible (para F en y) cuando se cumple el
punto 1 anterior; es decir, cuando existe § > 0 tal que y + ev € D para todo € € (=9, 9).

Definiciéon 2.1.2.
Algunas de las propiedades bésicas de esta derivada son las siguientes:

Lema 2.1.3. Sean a,b € R, X un espacio vectorial, F y F funcionales definidos en un
subconjunto D C X, y € D, v € X. Siempre que existan las variaciones que aparecen
en las siguientes expresiones, se satisfacen las siguientes igualdades:

1. Para v =0, §oF (y) siempre existe, y vale 0.

13
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2. 6,(aF 4+ bF)(y) = ad,F(y) + b3, F(y).

3. 0 F (y) = ad, F(y). Ademds, para a # 0, §4, F (y) estd definida si y solo si lo estd
0uF (y)-

4. 0_F(y) = =0, F(y) = 6,(—=F)(y). Los miembros de esta igualdad estin definidos

sty solo si alguno de ellos los estd.

5. 81 F € CHRY) ey,v € R, entonces §,F(y) = D,F(y) (la derivada direccional

usual). Y por tanto

6, F(y) =V f(y) - v

Definida la variacién de Gateaux podemos dar una condicién suficiente que deben
cumplir los extremos de cualquier funcional:

Proposicion 2.1.4 (Condiciéon necesaria de extremo). Sea X un espacio vectorial,
D C X un subconjunto, y F: D — R una funcion. St F alcanza un extremo en y, € D
entonces

0 F(ys) =0

para toda direccion v € X en la que exista la deriwada direccional.

Esta condicion es analoga a la del teorema 1.2.2. De la misma forma, la condicién de
que la variacion de Gateaux sea cero no implica que ¥, sea extremo, ni determina, caso
de serlo, de qué tipo seria. Es por tanto una condicién necesaria, pero no suficiente.

Definicion 2.1.5. Sea X un espacio vectorial, D C X un subconjunto cualquiera,
F: D — R un funcional. Llamamos punto critico o extremal de F a un punto y, € D
tal que

0, F (y) =0

para todo v € X para el que exista la derivada direccional.
Podemos por tanto enunciar la proposicion 2.1.4 diciendo que los extremos de un

funcional son siempre puntos criticos. Por supuesto, esto no contiene informacién para
puntos en los que no existen las derivadas direccionales.

Ejemplo 2.1.6. Consideramos el operador que da la longitud de la grifica de una
funcion y: [a,b] — R:

Fly) = / VIt @) de,

definida en el dominio
D = {y € C'[a, b]}.

Podemos calcular la derivada direccional en la direccion de v € D de la siguiente forma:

d
Fly +ev) = o

6 F (y)

dE e=0 e=0

/ V1+ (W(z) + e (z))2d

By TN
 VT+ W)

Observa que esto es siempre O cuando y es constante.
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Ejemplo 2.1.7. Consideramos el mismo operador que da la longitud de la grdfica de
una funcion y: [0,1] — R:

1
Fly) = /0 V14 (y(x))?de,
definido ahora en el dominio
D:={y €C'0,1] | y(0) = 0,y(1) = 1}.

Ahora las unicas direcciones en las que podemos calcular la derivada direccional de F
son las funciones v € C1(0,1). El resultado es el mismo que antes:

1 / /
5, F (1) :/ A CACI R
o V14 (Y(x))?

Observa que esto es 0 para todo y € D cuando y' es constante. ;Puedes demostrar
rigurosamente que la funcion y(x) = = es el Wnico minimo de F en D?

2.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange

2.2.1. Para una variable

En muchas aplicaciones los funcionales de los que queremos buscar extremos son de
la forma

Fly) = / Fz,y(x), 4 (z)) dr, (2.2)

definidos en algtin subconjunto de C*[a,b]. Para estos funcionales la condicién de la
Proposicion 2.1.4 se puede escribir de forma mas util. Esta forma, que vamos a ver en
un momento, se conoce como ecuaciones de Fuler-Lagrange.

Teorema 2.2.1 (Ecuaciones de Euler-Lagrange en una variable). Sea U C R x RY x R¢
un abierto, F: U — R una funcion de clase C*. Dados a < b € R, consideramos el
funcional

b
Fw)i= [ Pty o)
definido un cierto dominio D no vacio y tal que
D C {y € C2(la, 0, RY) | (1, y(t),y/(t)) € UVt € [a, ]},

Siy es un punto critico de F en el que todas las direcciones v € C°((a,b); R?) son
admisibles, entonces

%VZF(t,y(t),y/(t)) =V, F(t,y(t),y'(t)) para todo t € (a,b). (2.3)

La ecuacion (2.3) se llama ecuacion de Euler-Lagrange. Observa que es una ecuacion
diferencial ordinaria de segundo orden.
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Demostracion. Sélo tenemos que escribir la derivada direccional d,F (y):

T = LRy + ) = j [ R+ oy @+ eonar
= [ Vura0.y @) v [ Vreyo.00) v
= [V F0. @) 0@ [ & Ry o a
- / (VuF (.0, (0) — S (VoF(t 30,9 0) ) -wlt) dt. (24

Del siguiente lema deducimos directamente que se cumplen las ecuaciones de Euler-

Lagrange. O
Lema 2.2.2 (Lema fundamental del calculo de variaciones). Sea I = (a,b) C R un
intervalo (posiblemente con a = —o0 0 b= +00), f: I — R una funcion continua. Si
ocurre que

b
/ f(x)p(z)dxe =0  para toda ¢ € C°(I)
entonces f(x) =0 para todo x € 1.

Demostracion. Si f no es cero en un cierto x € I, usando la continuidad de f podemos
encontrar r > 0 tal que
f(=@)

fly) > 5 y € B,(7).

Si tomamos entonces una funcion ¢ € C°(I) que sea no negativa, positiva al menos en
un punto, y con soporte en B,(x), vemos que

/ F(y)ély) dy = / Fwody =L [ syay > o,
Br(2) 2 JB.

en contradiccion con las hipotesis. O

Observacion 2.2.3. Como consecuencia de lo anterior, el resultado también es cierto
para funciones vectoriales: si f : I — R? es una funcién continua tal que

/bf(x)z/z(x) dz =0 para toda ¢ € C°(I,R%)

entonces f(z) = 0 para todo x € I. Para verlo es suficiente con tomar ¢ := ¢e;, con e;
el vector i-ésimo de la base usual de RY, y ¢ € C°(I) una funciéon arbitraria. El lema
2.2.2 demuestra entonces que la componente i-ésima de f se anula, y esto podemos
hacerlo para cada coordenada.

En realidad las ecuaciones de Euler-Lagrange son a veces equivalentes a la condicion
de punto critico: por ejemplo, en el caso de extremos fijos:
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Corolario 2.2.4 (Ecuaciones de Euler-Lagrange con extremos fijos). Consideramos las
mismas hipotesis que en el Teorema 2.2.1, donde ahora el dominio D tiene extremos

fijos:
D= {y € C*([a,b],R?) | y(a) = ya, y(b) =y, (t,y(1),y/(t)) € UVL € [a,b]},

con Yo, y» € RY dados. Entonces una funcion y € D es un punto critico de F si y solo
si se cumple la ecuacion de Euler-Lagrange (2.3).

Demostracion. Observamos que para cualquier y € D, las direcciones admisibles son
las funciones v € C?([a, b], R?) que cumplen

v(a) =v(b) = 0. (2.5)

Para estas v siempre existe la derivada §,F (y). Por tanto, el teorema 2.2.1 nos dice que
un punto critico debe cumplir la ecuacion (2.3).

Por otra parte, si una funcién y € D cumple (2.3), entonces con el mismo calculo
que en (2.4) vemos que 6,F(y) = 0 para todo v € C?([a,b],R?) que cumpla (2.5), asf
que y es un punto critico de F. [

Observa que las condiciones de contorno que impongamos en el dominio D no im-
portan en el Teorema 2.2.1: la ecuacion (2.3) se sigue cumpliendo en cualquier caso. Sin
embargo, hay veces en las que si el dominio no tiene condiciones de contorno en alguno
de los extremos podemos obtener mas informaciéon. Enunciamos el resultado en el ca-
so en que las condiciones son libres en el extremos inferior; por supuesto, el resultado
correspondiente es cierto para condiciones libres en el extremo superior:

Proposicion 2.2.5 (Condiciones de contorno libres). Con las mismas hipdtesis del
Teorema 2.2.1, supongamos que todas las direcciones v € C([a,b); RY) son admisibles
(observa que ahora el intervalo es [a,b); es decir, permitimos que v tome cualquier valor
en el extremo izquierdo del intervalo). Entonces, ademds de la conclusion del Teorema
2.2.1 se cumple que

V.F(a,y(a),y'(a)) = 0.

Demostracion. Con el mismo célculo que en la demostracion del Teorema 2.2.1 llegamos
a que

b
0= [ (FoFte) = G-t vt = VoFlay(@) @t

para todo v € C°([a,b); RY). Sabemos por el Teorema 2.2.1 que la integral tiene que
ser 0, luego

V.F(a,y(a),y'(a)) v(a) =0
para todo v € C°([a,b); R?), lo cual implica el resultado. O

Corolario 2.2.6. Consideramos las mismas hipdtesis que en el Teorema 2.2.1, donde
ahora el dominio D tiene solo un extremo fijo:

D:={y € C*([a,8],RY) | y(b) = s, (t,y(t),y/(t)) € UVtE [a, 0]},

con y, € R? dado. Entonces una funcion y € D es un punto critico de F si y solo si se
cumple la ecuacion de Euler-Lagrange (2.3) y la condicion

V.F(a,y(a),y'(a)) = 0.
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Ejemplo 2.2.7. Consideramos el funcional

b
Fw= [ WP
definido en el dominio

D :={y € C*([a,b],R?) | y(a) = ya, y(b) = w},

donde y,, yy € R? son puntos dados. La funcion F correspondiente a este caso es F: R x
R? x R* - R dada por

F(tvy7z) = |Z|27
y sus derivadas parciales son
V,F'=0, V,F =2z
Por tanto, la ecuacion de Fuler-Lagrange es en este caso

0= %(2;/@)) = 2y"(1),

es decir,
y'(t) =0.

Ejemplo 2.2.8. Consideramos ahora

b1
F) = [ (G 0F - v a
con U: R? — R es una funcion de clase C?, definido en el dominio

D= {y € C*([a,0],R?) | y(a) = ¥a, y(D) =},

donde y,,y, € R? son puntos dados. La funcién F correspondiente a este caso es F: R x
R? x RY — R dada por

1
F(t,y,Z) = §|Z|2 - U(y)7
y sus derivadas parciales son
V,F'=-VU(y), V.F=z

Por tanto, la ecuacion de Euler-Lagrange es en este caso

—VU(0) = 5 0/0) =y ()

es decir,
y"(t) = =VU(y(t)).

Observa que esto es la ecuacion de Newton para una particula que se mueve en un
potencial U.
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2.2.2. Para varias variables

Teorema 2.2.9 (Ecuaciones de Euler-Lagrange en varias variables). Sea Q2 C R? un
abierto con frontera C*, U C R? x R x R? un abierto, F: U — R una funcion de clase
C%. Consideramos el funcional

Fw) = [ Flayla), Vyo)) da
Q
definido en un cierto dominio no vacio D tal que
D C{y€C*(Q) | (z,y(x), Vy(z)) € UVz € Q}.

Siy € D es un punto critico de F en el que todas las direcciones v € C°(§2) son
admisibles, entonces

div, V. F(z,y(z), Vy(z)) = 0,F (z,y(z), Vy(z)) para todo x € Q. (2.6)

2.3. Regularidad de los extremos

Teorema 2.3.1. Con las hipdtesis del Teorema 2.2.1, consideramos el mismo funcional
F definido ahora en un dominio D con

D C {y € C'([a,0,RY) | (t,y(t),y'(t)) € UVt € [a, 1]},

(Observa que ahora sdlo requerimos que y sea C*.) Si existe y € D tal que §,F (y) estd
definida para todo v € C°((a,b); R?), y tenemos

5, F(y) =0 para todo v € C°((a,b); RY)

entonces t — V,F(t,y(t),y' (t)) € C'a,b], y se cumple la ecuacion de Euler-Lagrange
(2.3).

La novedad en este resultado es que obtenemos una reqularidad adicional: sabiendo
que y es un punto critico del funcional F deducimos que cierta funciéon de vy’ es de clase
C'. Muchas veces esto es suficiente para decir que y es de hecho C2.

La demostracion se basa en dos lemas:

Lema 2.3.2 (du Bois-Reymond). Si h € C([a,b]) y fab h(z)v'(x)dz = 0 para todo
v € C¥(a,b), entonces h es constante en [a,b].

Demostracion. Por continuidad, es suficiente ver que h es constante en (a,b). Supon-
gamos que hay dos puntos z1,xs € (a,b) tales que h(z;) > h(xs). Por continuidad,
podemos encontrar €, > 0 tal que h(z) > h(y) + ¢ para todo = € (x; — €, 21 + €),
y € (z2 — €,x3 + €). Tomamos una funcion w € C°(a,b) con soporte contenido en
(x1 — €, + €) U (x9 — €, 29 + €), tal que w > 0 en (x; — €, 21 + €), y de forma que

w(zy + 8) = —w(zy + 8) para todo s € (—¢,¢€),

xr1+e€
/ w(s)ds > 0.

1—€
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(La funcién w tiene dos “bultos” simétricos: uno positivo cerca de 1 y otro negativo
cerca de x9; no es dificil ver que efectivamente existe). Claramente por la primera

condicion, f s)ds = 0, y podemos definir

Vemos que v € C°(a,b), y

/ab hls)v'(s)ds = / " byl ds+ / T h(syu(s) ds

1—€ To—e€

:/%m%+@m@n+@d&5/7m@+@w@@+@ds

—€ —€
€

= /e(h(xl +8) — h(xg + s))w(zy + s)ds > 5/ w(xy +s)ds > 0,

—€ —€

lo cual nos da una contradiccién. O]

Gracias a este resultado se puede probar este segundo lema, que permite demostrar
el teorema:

Lema 2.3.3. Sean g,h € C([a,b]) y f v(z) + h(x)V'(x))de = 0, Vv € Dy =
{ve&: via)=uv(b) =0}, entonces h € C’l([ b]) yh' =g.

Demostracion. Sea G una primitiva cualquiera de ¢g. Integrando por partes tenemos que

b b
0= [ g)te) + hap @) ds = [ (ha) = G)e' (o) de

Por el Lema 2.3.2 vemos que h(xz) = G(z)+ C para cierta constante C, luego se cumple
el resultado. O

Demostracion del Teorema 2.3.1. Es una consecuencia directa del Lema 2.3.3, ya que
la variacion de Gateaux del funcional (2.2) es

0uF (y) =/ (Fy(z, y(x), ' (x))v(x) + Fu(z, y(2), y' ()’ (x)) dz, (2.7)

para todo v € Dy = {v € X | v(a) = v(b) = 0}. O

Los Lemas 2.3.2 y 2.3.3 tienen también una version que funciona en casi todo punto,
con condiciones un poco mas generales:

Lema 2.3.4 (du Bois-Reymond, versién L'). Si h € L'[a,b] y f h(z)v'(z)dx = 0 para
todo v € C¥(a,b), entonces h es constante en casi todo punto de [a b]

Lema 2.3.5. Sean g,h € L'[a,b] tales que f;(g(a:)v(:z:) + h(z)v'(x))dx = 0 para todo
v € CX(a,b). Entonces h coincide en casi todo punto con una funcion h absolutamente
continua y h' = g en casi todo punto de |a,b].
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Demostracion. Sea GG una primitiva cualquiera de g. Igual que antes, integrando por
partes tenemos que

0= / (g(z)v(z) + h(z)V'(z)) dz = / (h(z) — G(z))v'(z) dx.

Por el Lema 2.3.4 vemos que h(x) = G(z) + C para cierta constante C' y casi todo
x € [a, b], luego se cumple el resultado. ]

De la misma forma que antes obtenemos el siguiente teorema, con condiciones un
poco mas generales que las del Teorema 2.3.1 (y con una conclusién también un poco
mas débil):

Teorema 2.3.6. Con las hipotesis del Teorema 2.2.1, consideramos el mismo funcional
F definido ahora en un dominio D con

D C {y € AC([a,b], RY) | (t,y(t),y'(t)) € UVt € [a,0]}.

(Observa que ahora sdlo requerimos que y sea absolutamente continua.) Si existe y € D
tal que 5,F (y) estd definida para todo v € C°((a,b); R?), y tenemos

8, F(y) =0 para todo v € C°((a,b); RY)

entonces t — YV, F(t,y(t),y(t)) es absolutamente continua en [a,b], y se cumple la
ecuacion de FEuler-Lagrange (2.3) en casi todo punto de [a,b].
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Capitulo 3

Extremos con restricciones

3.1. Extremos con restricciones en R¢

Queremos estudiar los extremos de una funcion f: Q — R, con €2 C R™ un abierto,
con las restricciones adicionales

¢Z($):O, ’izl,...,m,

donde ¢;: 2 — R son m < n funciones reales dadas. Dicho de otra forma, queremos
encontrar los extremos de f en el conjunto

S:={xeQ|gi(x)=0, i=1,...,m}. (3.1)

Para que las restricciones ¢;(x) = 0 sean “independientes” cerca de un punto z° € R
hace falta que determinen los valores de m coordenadas de z, fijadas las otras n—m. Sin
pérdida de generalidad, suponemos que podemos fijar las tltimas n — m coordenadas

y determinar las primeras m usando las condiciones ¢;(x) = 0,4 = 1,...,m, al menos
cuando z esta cerca de 2°. La formalizacién de esto es la siguiente condicion:
det (0, 04(2°)), .y # O (3.2)

El Teorema de la Funcién Implicita nos permite entonces encontrar un abierto U C
R™™™ con y° := (29,,,,...,2)) € Uy m funciones ¢y, ...,¢,: U — R tales que

¢i(¥(y),y) =0  paratodoy €U, (3.3)
donde

Y= (y17"'7yn—m)> ¢(y) = (¢1(y)’7wm(y))v

y con ¥(y°) = (z9,...,2%). Es decir: en un entorno de z°, las m restricciones nos

permiten “despejar” n—m variables que quedan libres, y escribir las m variables restantes
en funcién de ellas.

Teorema 3.1.1. Sea 2 C R” abierto, 1 < m < n un entero, f,d1...,¢m: Q —
R funciones reales de clase C'. Definimos S por (3.1). Si un punto z° € S es un
extremo de f en S, y las funciones ¢1, ..., ¢n satisfacen (3.2), entonces hay m nimeros
Ay ooy Am € R tales que

V() + Z V(%) = 0. (3.4)

23
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Demostracién. Supongamos que z° € S es un extremo (digamos un minimo) de f. En
particular, usando la funcién v definida como antes, escribimos

P:UCR™ SR 4(y) = ((y),y)

y entonces

Fy) = f(d(y)) > f((°) = f(a°)  paratodoy € U,
donde llamamos y° := (29.,,,...,2%). Por el Teorema 1.2.2, el gradiente de F con

respecto a y es 0 en y,. Es decir,

Vf(iz(yo)) 'ayﬂZ(yO) =0, i=1,...,n—m.

Observa que 9,,7)(y°) es un vector en R”, ya que ¢ es una funcion con n componentes.
Esto quiere decir que Vf(z°) es perpendicular a los n — m vectores 9,,¢(y°), i =
1,...,n—m. Ocurre ademas que los vectores

{V¢1($0)’ s ,V¢m<£€0), 8y112(y0)? st >ayn—mw<y0)}

forman una base de R™. El motivo es que:

1. Los vectores 8,,1(y°), .. .,d,,_, ¥(y°) son independientes, ya que 8,9 (3°) = (9,4 (y°), e;),

) Y Yn—m

donde e; es el vector ¢ de la base usual de R*™™.
2. Los vectores V1 (2°), ..., V,,(2°) son independientes gracias a (3.2).

3. Para cualesquiera i = 1,...,m, j = 1,...,n —m, los vectores V¢;(x°) @Jaﬂ(go)

son perpendiculares (lo cual se deduce de (3.3), ya que d,,¢;(¢(y)) = 0).

Deducimos que Vf(z°) tiene que ser combinacion lineal de los m vectores Vg;(z°),
1=1,...,m. O

Ejercicio 3.1.1. La condiciéon de transversalidad para las funciones ¢; es importante
en el Teorema 3.1.1. Comprueba que el minimo de la funcién

flx) = a1 + 3
en el conjunto
D= {z = (21,22,73) ER® | 2y — 27 =0, 25 — 27 = 0}

existe y se alcanza en un sblo punto, pero no se cumple la condicion (3.4).

3.2. Extremos con restricciones en dimension infinita

En esta seccion vamos a ver un resultado analogo al Teorema 3.1.1 sobre optimiza-
cion con restricciones en dimension finita. Las dificultades que aparecen al trasladarlo
al caso de dimensién infinita son las siguientes:

1. En el caso de dimensioén finita necesitdbamos que las funciones que aparecen sea
C*. Para espacios generales esto es muy restrictivo, y de hecho el concepto de de-
rivada depende de la norma (u otro tipo de estructura) que elijamos. Necesitamos
rebajar los requisitos si queremos poder aplicar el resultado en casos ttiles.
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2. La condicién (3.2) sobre la “transversalidad” de las restricciones ¢; estaba escrita
eligiendo las primeras m coordenadas, ya que si es cierta con otras coordenadas
siempre podemos reordenarlas. Ahora tenemos que traducir la misma condicion a
un espacio donde no tenemos un sistema de coordenadas “estandar”.

Teniendo en cuenta estas modificaciones, el siguiente resultado no es mas que una
version del Teorema 3.1.1 en dimension infinita:

Teorema 3.2.1. Sea X un espacio vectorial, D C X un subconjunto, F,®1,...,P,,: D —
R funciones. Supongamos que F alcanza un extremo en yg € Dy dentro del conjunto

Dpi={yeD|®(y) =0, j=1,....m}.

Sea V C X tal que F,®q,..., P, cumplen la siguiente condicion de reqularidad: para
toda lista de m + 1 vectores vy, ...,V,y1 € V las funciones

f;:foﬁl7 Q)J:(P]O\I/ (j:177m+1>

estdan bien definidas y son de clase C' en un entorno de v = 0, donde

m+1
VR S X, W) =g+ Y wivs. (3.5)
=1

Entonces ocurre (al menos) una de las dos opciones siguientes:

1. Para cualesquiera vy,...,v,, €V se cumple que

det <5vi¢j(yo)> _ = 0.

i,j=1,...m

2. Existen constantes \1, ..., \, € R tales que
0uF (yo) = Z Aj0u®; (o)
j=1

para todo v € V.

Observacion 3.2.2. La condicion de regularidad de F y las funciones ®; es la mas general
que permite completar la demostracion tal como esta escrita, y no requiere ninguna
estructura adicional de X salvo la de espacio vectorial. Si queremos una condicion
mas familiar, es suficiente que X sea un espacio normado, D C X sea un abierto (en
la topologia de X), que las funciones F, ®q,...,®,, sean continuas en X, y que las
derivadas 6,F,0,P1,...,0,P,, estén definidas y sean continuas en un entorno de g
para cualquier v € V.

Demostracion del Teorema 3.2.1. Sino se cumple la primera opcién, tomemos vectores
U1, ..., Un tales que la matriz M := (6,,®,(vo)); es invertible. Dado cualquier v,, 41 € V
sabemos por hipétesis que hay un entorno abierto U de 0 en R™! tal que la funcion

F:U—=R, Flz):=F(U(z))
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estd bien definida y es C', donde ¥ es la funcion (3.5) asociada a vq,..., U, 1. La
funciéon F alcanza un extremo en z = 0 dentro del conjunto

Dp:={zcU|®(x)=0, j=1,...,m},

con Cf](x) = ®;(V(x)) paraz € U, j =1,...,m. Gracias a la condicion de regularidad
que estamos suponiendo, podemos aplicar el Teorema 3.1.1 sobre los multiplicadores de
Lagrange en dimension finita y deducir que existen Ay, ..., \,, tales que

VF(0) = Em: A VO,(0).

Es decir,

0o F (o) =Y Ndo®i(yo),  i=1,....m+L (3.6)
j=1

En particular, para i = m + 1,
(5vm+1.7:(y0) :Z)‘jévm,+1®j(y0)7 L= 1,,m—|—1
j=1

Solo falta demostrar que A, . .., A, son independientes de v,,1; esto es asi porque (3.6)
implica (para i =1,...,m) que

(5vif(y0))i:1,...,m = M)\a

donde A es el vector A := (Ay,..., A). Como la matriz M es invertible por hipotesis,
el valor de Ay, ..., )\, estd determinado independientemente de vy, 1. O]

3.3. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Para acabar esta seccion, recordamos que en los ejemplos introductorios habia fun-
cionales en los que se buscaba el maximo o el minimo en un cierto dominio D, como
los vistos hasta el momento, pero anadiendo ademés una restriccién. En el caso de
las geodésicas anadiamos la restriccion de que la curva estuviese en una determinada
superficie y en el caso de los problemas isoperimétricos la condicion adicional era que
una determinada integral valiese una cantidad fija. Si recordamos el repaso hecho para
R™, observamos que esta situacion era la que se daba en el caso de optimizaciéon con
restricciones y la resolviamos por medio de los multiplicadores de Lagrange. Eso mismo
haremos para el caso funcional.

Consideramos un funcional

F(Z/b---qu):/ Fz,y1(x), ., yg(2),41(2), ., gy ) de, (3.7)

definidos en D = {(v1,...,v,) : ¥i € C'([a,b]), yi(a) = v, y:(b) =y}, i =1,...,q} ¥y
anadimos una condiciéon adicional, que vamos a clasificar en dos tipos.
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3.3.1. Restricciones del tipo ¢(z,yi(z),...,y,(x)) = 0.

En este caso restringimos el domino D a un espacio més pequeno :
Dy = {1, 0) € Dt pila, (@), yy(x) = 0 Vo € [a,b], i = 1,...,m} con
m < q.

Suponiendo la regularidad que se necesite para las funciones ¢; se puede probar el
siguiente teorema

Teorema 3.3.1. Sean F, ¢y, ..., ¢p: R — R funciones de clase C?. Consideramos el
funcional

Fw)i= [ Pty o)
en el dominio

D:= {y e CX([a,b]) | V1) = v 90 =0, }

¢j(y(t)) =0paraj=1,...,m,t € [a,b

St yg € D es un extremo de F y suponemos ademds que el rango de la matriz

(ayi ¢ (Yo (t))> i=1,...,d

7j=1,....m
es igual a m para todo t € [a,b], entonces existen funciones \; = \;(t) (llamadas
multiplicadores de Lagrange), con j = 1,...,m, tales que yo cumple las siguientes

ecuaciones de Euler-Lagrange:

d
"= —V.F* = .
v, V- 0, (3.8)

donde F* = F + 37" N\j(t)¢;, y denotamos sus variables como F* = F*(t,y, 2).

Como ejemplo se puede estudiar el funcional F(y, z) = f; V1+y2(z) + 22(z) do
sujeto a la restriccion ¢(x,y(z), z(z)) = 0, que describe las lineas geodésicas, en una
superficie determinada por la ecuacion p(z,y(z), z(z)) = 0.

Demostracion del Teorema 3.3.1. (Esta demostracion no ha sido hecha en clase. Consi-
deramos solo el caso ¢;(y(z)) = 0). Denotamos S := {y € R? | ¢;(y) =0, i =1,...,m}.
Supongamos que y°: [a,b] — Dr es un extremo de F. Tomamos ¢y € (a,b). Como
y'(tg) € S, por el teorema de la funcion implicita (como el Teorema 3.1.1) podemos
“despejar ¢ — m variables”. podemos encontrar una funcién ®: U C R™™ — R? tal que
0eU, ®0) =14y, y con ®(z) € S para todo 2 € U. Sabemos también que existe
e > 0 tal que 3°(¢) € ®(U) para todo t € [ty — €,to + €] := . Podemos encontrar una
curva 2: I — U tal que ®(2°(t)) = y°(¢) para ¢t € I. Dado que la imagen de ® est4
siempre en S, la curva 2" es un extremo del funcional

G(2) == / F(@(z(t)), %@(z(t))) dt = / F(D(2()), D,®(2(t))' (1)) dt

I 1

en el conjunto

D= {2 C*(I) | 2(tg — €) = 2°(tg — €), z(to +¢€) = 2"(to + €)}.
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Podemos entonces escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange para el funcional G y ob-
tener

%8%6’(2(1%), J(8) = 0,G(=(t), (), i=1,....q—m,

donde
G(z,q) == F(®(2),D.®(2)q), z2€U, ¢ge€RT™,

Calculando las derivadas de G obtenemos

0.,G =V, F0,,® + V,F0.(D.®(z)p, 0,G=V,F0.o,

asi que
d
T (VpoF0,,®) =V, F0,®+ V,F0,,(D,®(2)) #(t), i=1,....,q—m. (3.9)
Expandiendo el primer término,
d d
T (V,F0,®) = T (V,F)0,,® + V,F0.,(D,®(2)) 2 (t).
Esto nos permite cancelar un término en (3.9):
d
E(VPF)@Z.CD:V@,F&ZZ.CD i=1,...,9—m. (3.10)

Con el mismo razonamiento que en el caso de los multiplicadores de Lagrange en di-
mension finita (Teorema 3.1.1) deducimos que

d
dt(v Fly(t),y ())) v, F(y Z)\ ()Veuly tel
lo cual demuestra el resultado. O]

3.3.2. Restricciones del tipo isoperimétrico (es decir, de tipo
integral)

En este caso consideramos restricciones del tipo

b
D, (y) := / it y(t),y'(t)) dt = 0, i=1,...,m. (3.11)

y restringimos el dominio imponiendo un valor para cada uno de los funcionales ®;:

Teorema 3.3.2. Sean F,@y,...,0m: [a,b] x R x R — R funciones de clase C2.
Definimos ®;(y) por (3.11) para cualquier y € C*([a,b],R?). Consideramos el funcional

Fly) = / Ft,y(t), (1)) dt

en el dominio

) b) = 3
D {yeCQ([ade’y = Ya, Y(b) = v }

) =0 para j =1,.

Si yo € D es un extremo de F en D, entonces se cumple (al menos) una de las dos
posibilidades siguientes:
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1. Para todas las listas de m funciones vy, ..., v, € Co([a,b],R?) ocurre que
det (0, ®;(10)) 1y =0
j=1....m
2. Existen numeros A\; (llamados multiplicadores de Lagrange), con j = 1,...,m,

tales que yo cumple las siguentes ecuaciones de Euler-Lagrange:
VF*—dVF*—O (3.12)
Yy - dt z — Y .
donde

F*(t,y,z) := F(t,y,2) + Z)\jgoj(t,y,z), (t,y,2) € [a,b] x RY x RY

J=1

Observamos que en este caso los multiplicadores de Lagrange son constantes, es
decir, no dependen de x como en el caso anterior.

Ejemplo 3.3.3. F(y fo )2dx, sujeto a la restriccion fo r)dr = 1.

Como ejemplo se puede estudiar el funcional A(z,y) = 3 fo —y(t)2'(t)) dt
sujeto a la restriccion fo VP (t) +y?(t) dt = L, con z,y € Cl([O,lD y tales que

z(0) = z(l) e y(0) = y(I). El méximo de A, en ese espacio y con esa restriccion, se
alcanza en la curva cerrada que encierra mas area con una longitud fija L.

Ejemplos de este tipo también son los funcionales de la forma:
Fly) = fab (p(z)y?(x) — q(x)y*(z)) dz, sujetos a la restriccion f:r(x)y2(x) dr = 1,
donde p,q,r € C'([a,b]), p y r son funciones positivas en todo [a,b]. Si buscamos sus
extremos en D = {y € C'([a,b]), y(a) = y°,y(b) = y'}, observamos que las ecuaciones
de Euler-Lagrange que obtenemos son

(p(2)y'(2)) + a(x)y(@) + Mr(z)y(z) =0, (3.13)

donde A € R es el multiplicador de Lagrange asociado al problema. Por tanto observa-
mos que si F alcanza en y un extremo local, y debe estar en DNC?([a, b]) puesto que debe
verificar la ecuacion (3.13), junto con las condiciones de contorno y(a) = y°, y(b) = y'.
La ecuacion (3.13) junto con las condiciones de contorno y(a) = y°, y(b) = y', es lo que
se conoce como problema de Sturm-Liouville y sera objeto de estudio mas adelante.

3.3.3. Multiplicadores de Lagrange para restricciones integra-
les: demostraciéon

Demostracion del Teorema 3.3.2. Podemos aplicar directamente el Teorema 3.2.1 con
V= Ci([a, 0. RY)
y obtener que existen Ai,..., A\, € R tales que

0 F " (Yo) =0 para todo v € V,
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donde F*: D — R esta definida por
m b
Fily) == Fly) + Y \V;(y) = / Fr(t,y(t),y'(t)dt,  yeD.
=1 @

El Teorema 2.2.1 aplicado a F* nos dice que F™* debe satisfacer las ecuaciones de Euler-
Lagrange, con lo que tenemos el resultado. O]

3.4. Convexidad y restricciones

Teorema 3.4.1 (Condicion suficiente de extremo con restricciones). Sea X un espacio
vectorial y D C X un subconjunto cualquiera, F,¢1,...,0m: D — R funcionales. Sean
Ay Am € R tales que el funcional

Fr=F+> Noj,
j=1
definido en D, es convexo. Supongamos que y, € D es tal que
0o F (yx) =0 para todo v € X tal que y, +v € D

(es decir: la derivada direccional existe y vale 0), y tal que

P1(ys) = -+ = m(y) = 0.
Entonces y, es un minimizador de F en el dominio
D ={yeD|¢i(y) == uly) =0}

Si ademds F* es estrictamente convezo, y, es el unico punto de D* donde F alcanza
su minimo.

Demostracion. Por el Teorema 4.0.3, y, es un minimizador de /* en D, y en particular
es un minimizador de F* en D*. Como F coincide con F* en D* vemos que y, es
también un minimizador de F en D*. O



Capitulo 4

Condiciones suficientes de extremo:
convexidad

Para encontrar condiciones suficientes trabajaremos con funcionales convexos.

Definicion 4.0.1 (Funcional convexo). Sea X un espacio vectorial y D C X un sub-
conjunto cualquiera. Un funcional F: D — R es convezo en D si

OF(y)+ (1 —0)F(z) > }"(Qy + (1 - 9)2)

para todo y,z € D y para todo 0 € (0,1) tal que 0y + (1 — )z € D. Decimos que es
estrictamente convero si ademés la desigualdad es siempre estricta.

Lema 4.0.2. Sea X un espacio vectorial, D C X un subconjunto cualquiera, y sea
F: D — R un funcional convexo. Entonces

Fly+v) = F(y) = 6,F(y) (4.1)

para todo y € D y todo v € X tal que y +v € D y exista §,F(y). Si ademds F es
estrictamente convexo, la desigualdad (4.1) es estricta siempre que v # 0.

Demostracion. Para € > 0,
yrew=[1-ey+ely+v)
luego para € > 0 suficientemente pequeno, y + ev € D y tenemos
Fly+ev) <(1—e)F(y)+eF(y+v)
o equivalentemente,

F(y + ev) — F(y)

€

< Fly+v) = Fly), (4.2)

lo cual da el resultado cuando € — 0. Si ademas F es estrictamente convexa y v # 0,

F(y+ev) = Fly)

€

< Fly+v)—F(y).

Observa que no podemos pasar directamente aqui al limite, porque las desigualdades
estrictas se pierden en el limite. Pero si podemos fijar ¢ > 0 para el cual lo anterior es
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cierto; y entonces para cualquier 0 < § < 1, usando de nuevo la desigualdad (4.2) para

y7 EU?

Fly +dev) = Fly) _ Fly+ev) = F(y)
de - €
Pasando al limite 6 — 0 obtenemos la desigualdad estricta. [

< Fly+v) — F(y).

Con la definicion 4.0.1 se puede probar el siguiente resultado:

Teorema 4.0.3 (Condicion suficiente de extremo). Sea X un espacio vectorial yD C X
un subconjunto cualquiera. St F: D — R es un funcional convexo ey, € D es tal que

0 F(ys) =0 para todo v € X tal que y, +v € D

(es decir: la derivada direccional existe y vale 0), entonces F alcanza un minimo en
Ys. ST ademds F es estrictamente convexo, vy, es el unico punto donde se alcanza el
minimo.

Demostracion. Dado cualquier y € D llamamos v := y — y,. Como F es convexo,
Fy) = Fly) = Flye +v) = Flya) 2 60F (5:) = 0,

y por tanto F alcanza un minimo en y,. Si F es estrictamente convexo entonces la
desigualdad anterior es estricta siempre que y # ¥, y el minimo s6lo puede alcanzarse
en Y. OJ

La desigualdad (4.1) nos da también una forma de ver si una funcion es convexa: si
se cumple siempre que y, y + v estén en D entonces F tiene que ser convexo:

Lema 4.0.4. Sea X un espacio vectorial, D C X un subconjunto cualquiera, F: D — R
un funcional. Supongamos que para todo y € D y todo v € X tal que y +v € D se
cumple que existe 6,F(y), y la desigualdad (4.1) es cierta. Entonces F es conveza.
Si se cumple la desigualdad (4.1) estrictamente siempre que v # 0 entonces F es
estrictamente convezo.

Para demostrar este lema necesitamos un resultado previo, que es esencialmente el
caso de dimension 1:

Lema 4.0.5. Sea D C R un abierto, f: D — R derivable tal que

fl@+h) = f(x) = hf(z) (4.3)

para todo x, h € R tales que x,x+h € D. Entonces f es convexa en U. Si la desigualdad
es estricta para todo h # 0 entonces f es estrictamente conveza.

Demostracion. Si tomamos vy, z € D, tenemos que demostrar que

0f(y) + (1= 0)f(2) > f(Oy + (1 - 0)z). (4.4)
Llamando w := 0y + (1 — #)z y usando (4.3) tenemos
0(z —y)f'(w) < f(2) = f(w)
—(1=0)(z=y)f'(w) < fly) = f(w),

Multiplicando la primera desigualdad por (1 — 6), la segunda por #, y sumando, ob-
tenemos (4.4); si las desigualdades son estrictas obtenemos la desigualdad estricta en
(4.4). O
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Observacion 4.0.6. Es interesante destacar que en el lema anterior no es importante que
sea [’ la cantidad que aparece a la derecha de (4.3). Dicho de otra forma, el siguiente
resultado es cierto, con la misma demostraciéon: st U C R es un abierto, f,¢: U — R
funciones cualesquiera tal que f(x—+h)—f(x) > ho(x) para todo x, h € R tales que z, x+
h € U, entonces f es convexa en U. Esto permite aplicar resultados de este tipo usando
por ejemplo la derivada superior (definida igual que la derivada, pero con limsup), que
siempre existe. Por supuesto, si f es derivable en x y tenemos f(z+ h) — f(x) > ho(x)
para todo h € R suficientemente pequefio, entonces necesariamente ¢(x) = f'(z).

Demostracion del Lema 4.0.4. Seany,z € D,y sea 6 € (0,1) tal que y+ (1 —0)z € D.
Tenemos que demostrar que

F((1—=0)yy+6z) <(1—0)F(y)+0F(z). (4.5)

Si y = z entonces esta desigualdad es trivial, asi que suponemos que y # z. Definimos
D={XeR|(1-Ay+ Az € D}. Vamos a ver que D es un abierto.

Esté claro que 6,0,1 € D. Si A # 0 € D, entonces llamemos w := (1 —\)y+ Az € D.
Como w € D, y € D, por hipétesis sabemos que 6,_,F(w) estd bien definida. En
particular (como y — w # 0) tenemos que w + €(y — w) € D para ¢ € R con |
suficientemente pequeno; es decir,

(1-X1—-€)y+2A(1—¢€) €D

para e suficientemente pequeno. Es decir: hay un entorno de A que esta contenido en
D. Podemos hacer el mismo razonamiento para A\ = 0 observando que y € D, 2 € Dy
por tanto 0,_,F (y) estda bien definida, y por tanto hay un entorno de A = 0 que esté
contenido en D. La conclusion es que D es un abierto de R.

Ahora definimos la funcion

f:D—R, ) =F({(1=XNy+ Az2).

Siguiendo el mismo razonamiento de arriba vemos que « es derivable, y la desigualdad
(4.1) es exactamente la condicion (4.3) para la funcion f. Por el Lema 4.0.5, f es
convexa, luego

fF) < (X=X f(0)+Af(1)
para todo A € D. En particular, para A = 6 obtenemos (4.5). De la misma forma,
si la desigualdad (4.1) se cumple estrictamente obtenemos la desigualdad estricta en

(4.5). O

4.1. Condiciones de convexidad para funcionales de
tipo integral

Para funcionales de tipo integral hay una condicién sencilla que nos permite demos-
trar su convexidad en algunos casos:

Teorema 4.1.1. Sean a < b € R, F € C*([a,b] x R x RY), D C C?*([a,b],R?) un
conjunto convexo, y F el funcional dado por

F(y) :=/ F(t,y(t),y'(t)) dt, y e D.

Denotamos F = F(t,y,z) cont € [a,b], y € RY, » € RZ
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1. Si para cada t € (a,b) la funcion R? x R? — R dada por (y,z) — F(t,y,z) es
convezxa, entonces F es convexo.

2. Si para cada t € (a,b) la funcion R x RY — R dada por (y,z) — F(t,y,2) es
estrictamente conveza, entonces F es estrictamente convexo.

Supongamos ahora que F no depende de z (es decir, F' = F(t,y)).

1. Si para cada t € (a,b) la funcion R — R dada por y — F(t,y) es estrictamente
convexa, entonces F es estrictamente convezo.

Demostracion. Dadas dos funciones y,w € Dy dado 6 € (0, 1) tenemos

0F(y) + (1 — ) F(w) = / (GF(t,y(t),y’(t))Jr(1—9)F(t,w(t),w'(t))> dt.  (4.6)

Denotamos v(t) := 0y(t) + (1 — 0)w(t). Si F es convexa en (y, z) para cada t € (a,b)
fijo, entonces

OF (t,y(t),y'(t)) + (1 = O)F(t,w(t),w'(t)) < F(t,v(t),v'(t))  paratodot € (a,b),

luego de (4.6) deducimos que 0F(y) + (1 — 0)F(w) < F(v), y vemos que F es convexo.

Supongamos ahora adicionalmente que F' es estrictamente convexo en (y,z) para
cada t € (a,b). Si tomamos y,z € D con y # z, entonces y(t) # w(t) en algin abierto
no vacio contenido en (a,b), al que llamamos U. Luego

OF (t,y(t),y () + (1 — O)F(t,w(t),w' (t)) < F(t,v(t),v'(t)) para todo t € U,

y como U tiene medida positiva, de (4.6) deducimos que 6. F (y) + (1 — 0)F(w) < F(v),
y vemos que F es estrictamente convexo. El mismo razonamiento sirve cuando F' no
depende de z. O]

En general la implicacion de este resultado no funciona en la direccién contraria:
hay funcionales convexos de este tipo para los cuales (y, z) — F(t,y, z) no es convexa,
como muestra el siguiente ejercicio.

Ejercicio 4.1.1. Demuestra que el funcional

definido en

D= {y € C20,1] | y(0) = 0, y(1) = 1}

es convexo. Demuestra que, sin embargo, el integrando F(y,z) = y32 no es convexo
como funcion de R? en R.

Solucion. En realidad el funcional F es constante en D, ya que

Fly) = i/o S0 = 1) —y0)) =3, yeD

En particular, es convexo.
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De forma parecida, hay funcionales F de tipo integral que son estrictamente conve-
x0s, a pesar de que la funciéon F' que define su integrando no lo sea:

Ejercicio 4.1.2. Consideramos el funcional

1
Fwi= [ o)+ 3 0)a
0
definido en
D:={y €C*0,1] | y(0) = 0, y(1) = 1}.
1. Demuestra que la funcién F(y, z) := (y + 32)?, definida en R?, es convexa pero
no estrictamente convexa.

2. Demuestra que a pesar de esto, el funcional F es estrictamente convexo en D.

3. Consideramos el funcional F, definido de la misma forma, pero con una constante
a € R en lugar del nimero 3. Estudia la convexidad de F, segin el valor de a:
[ para qué valores de a es F, convexo?

Solucién. 1. La funcién F(y,z2) := (y + 32)? tiene matriz Hessiana semidefini-
da positiva, luego es una funcién convexa. No es estrictamente convexa porque
F(—=3r,r) = 0 para todo € R (hay lineas a lo largo de las cuales F' es constante,
asi que no puede ser estrictamente convexa).

2. Expandiendo el cuadrado, F se puede reescribir como

F(y):/o y(t)2dt+9/0 (y’(t))2dt—i—6/0 y(t)y'(t)dt.

El dltimo término es en realidad constante en D, ya que

6 [ w0 =3 [ L0 =307 -0 =3,

asi que
Fly) =3+ /O (y(£)* +9(y'(1))?) dt.

El integrando G(y, 2) := y* + 922 sf es una funcién estrictamente convexa en R?,
asi que F es estrictamente convexo.

3. Si hacemos lo mismo para un valor genérico de o tenemos

JT(y)z/O (y(®)* +a*(y' ()% dt+2a/0 y(t)y'(t) dt.

El altimo término es constante y no lo tenemos en cuenta. El primer término
corresponde al integrando G(y,z) = y* + a?2%, que es estrictamente convexo
como funcion de (y, z) para cualquier o # 0, luego F es estrictamente convexo en
ese caso. Cuando a = 0, el integrando G(y) = y? es so6lo funciéon de y, y podemos
aplicar el tltimo apartado del Teorema 4.1.1. Como G(y) = y? es estrictamente

convexa, J también lo es. Luego F es estrictamente convexo para cualquier valor
de a € R.
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Ejercicio 4.1.3. Sea D el dominio
D= {y € C*[0,1] | y(0) = 0,y(1) = e”* — ™2},

Consideramos el siguiente funcional F, definido en D:

Demuestra que el funcional F alcanza un minimo global en D, y encuentra todas las
funciones y € D donde lo alcanza.

Solucion. El funcional F es convexo, como puede comprobarse directamente viendo
que la funcion F(z,y, z) := €**(2? + y®) es convexa en las variables (y, z). Por tanto,
alcanza un minimo en una funciéon y € D si y s6lo si y es soluciéon de la ecuacion de
Euler-Lagrange. Dicha ecuacion es

es decir,
y"(x) + 2/ (x) — y(z) = 0.

Esta es una ecuacion ordinaria de coeficientes constantes, cuya solucion general es
y(z) = AeT1TV2E | Bel-1-V2)z,
Imponiendo las condiciones de contorno,

A+ B =0, Ae(T1+V2) | Be(-1-v2) _ V2 _ e—\/i’
lo cual implica A = e, B = —e. El tunico minimo global se alcanza por tanto en la
funcion

y(r) =e " <e\/§x - e_\/ix> = 2¢ " senh(v/2z).

4.2. El caso de R

Por otro lado, si se alcanzan extremos en los puntos criticos estos seran locales y
no hay en principio garantias de que sean globales. Entonces, una pregunta natural
es: ;Qué criterios podemos dar para tener garantias de que en los puntos criticos se
alcanzan extremos globales?

Decimos que una funcién f : Q@ — R es convezra en €2 si tiene derivadas parciales
continuas en 2 y verifica: f(z) > f(z.) + Vf(x,) - (z —z.) ¥V z, 2, € Q. Esta condicion
se puede escribir de forma analoga como:

flz+v)> f(z)+Vf(x)- v, YVeeQ y VveR"tal quex+uveq.

. Es la funcion f(z,y) = 22 + y? convexa?
Conocidas las funciones convexas, es facil comprobar el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. Si f : Q) — R es una funcion conveza en ), entonces [ tiene un valor
minimo en cada punto critico de 2.
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Decimos que una funcion f : €2 — R es estrictamente conveza en € si tiene derivadas
parciales continuas en ) y verifica: f(x) > f(z.) + Vf(z.) - (x —x,) Vz,2, € Q, y la
igualdad se da soélo si z = x,.

Teorema 4.2.2. 51 f : 2 — R es una funcion estrictamente conveza en €1, entonces f
como mdximo tiene un punto critico y como mdxrimo un minimo en el interior de €.

Otra forma de determinar los minimos de f pasa por estudiar su matriz Hessiana.

Teorema 4.2.3. Sea f : Q0 — R con derivadas parciales de sequndo orden continuas. En
L, - P . . n
un punto critico x. € , f alcanza un minimo local estricto iy 5y Opo, f(x:)uiuy >0
YV u € R™ unitario. Es decir, la matriz Hessiana es definida positiva.
Andlogamente, si la matriz Hessiana es definida negativa la funcion alcanza en ese
punto critico un mdzimo local. Si la matriz Hessiana es indefinida en x, la funcion

presenta un punto de silla.

Sabemos por teorema 1.2.1 que si €2 es compacto la funcién (continua) tiene maximo
y minimo globales. El teorema 4.2.3 ofrece condiciones para encontrar extremos locales
en el interior de (), para determinar los extremos globales se tiene que analizar también
lo que ocurre en su frontera. El método de los multiplicadores de Lagrange es muy ttil
para ese estudio.
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Capitulo 5

Método directo del calculo de
variaciones

Una de las piezas que nos faltan para poder estudiar muchos de los problemas de
calculo de variaciones es una forma de demostrar que un funcional tiene un minimo (o un
méximo, si lo aplicamos a —F). En el caso de funcionales convexos, si encontramos un
punto critico sabemos directamente que es un minimo, asi que los funcionales convexos
son casos relativamente sencillos. Para casos més generales hay un método muy comiin
para demostrar que un funcional tiene un minimo, conocido como método directo del
cdlculo de varitaciones, basado en la siguiente idea. La primera observacion bésica es que
un funcional que tenga un minimo tiene que estar por lo menos acotado inferiormente;

es decir, que
F, = inf F(y)

yeD

es un valor finito. La segunda es que cualquier funcional acotado inferiormente tiene
que tener una sucesidn minimizante; esto es una sucesion {y,},>1 en D que cumpla

lim F(yn) = Fi.

n—-+o00

Intuitivamente, esperarfamos que una sucesiéon minimizante bien elegida converja al
punto donde se alcanza el minimo de F, si es que existe. El método directo del calculo
de variaciones consiste entonces en los siguientes pasos, que intentan hacer rigurosa esta
idea:

1. Demostrar que el funcional F: D — R esta acotado inferiormente.

2. Demostrar que hay una sucesiéon minimizante para F que tiene una parcial con-
vergente a cierta y € D, en cierta topologia.

3. Demostrar que F es semicontinuo inferiormente en esa misma topologia.

Si conseguimos demostrar los pasos 1-3 descritos antes, entonces es facil ver que y tiene
que ser un minimo del funcional F, porque la semicontinuidad inferior (como vamos a
ver en la secciéon siguiente) implica que

F, =1lim F(y,) > F(y).
Como F, es por definicion el infimo de F, vemos que debe ocurrir que

39
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luego F alcanza un minimo en y. Por supuesto, una de las dificultades de este método
consiste en demostrar que encontrar una topologia correcta en la que una sucesion
minimizante deba tener una parcial convergente, y en la que podamos demostrar que F
es semicontinuo inferiormente. Estos dos requisitos “compiten entre si” en el sentido de
que para que haya una parcial convergente es mejor que loa topologia sea menos fina;
mientras que para ver que JF es semicontinua es mejor una topologia mas fina.

5.1. Semicontinuidad

Definicion 5.1.1. Sea X un espacio topologico y f: X — R una funciéon. Decimos que
f es semicontinua inferiormente en x € X cuando para todo € > 0 existe un entorno
U de x tal que f(y) > f(x) — e para todo y € U.

Lema 5.1.2 (Limite de una funciéon semicontinua). Sea X un espacio topoldgico y
f: X — R una funcion semicontinua inferiormente en un punto x € X. Para cualquier
sucesion {T, }n>1 en X con lim, o T, = x se cumple que

liminf f(x,) > f(x).

Demostracion. Para cualquier ¢ > 0 podemos encontrar un entorno U de x tal que
f(y) > f(z) — € para cualquier y € U. Como z,, — z, para todo n suficientemente
grande sabemos que x,, € U, luego

f(z,) > f(x) —e  para todo n suficientemente grande.

Esto implica que liminf f(x,) > f(z) —e. Como € es arbitrario, obtenemos el resultado.
[l

Cuando X es un espacio métrico con una distancia d, la propiedad anterior es una
caracterizacion: en un espacio métrico, f es semicontinua inferiormente en x si se cumple
cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

1. Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

fly) > f(z) —e¢ para todo y € X con d(z,y) < 9.

2. Para cualquier sucesion {z,},>1 en X con lim,,_, - x, = = se cumple que

liminf f(z,) > f(z).



Capitulo 6

Algunos problemas variacionales

6.1. El problema isoperimétrico

Veamos qué podemos decir de la siguiente pregunta: scudl es el drea mdxima que
podemos encerrar con una cuerda de longitud dada? Esta pregunta se conoce como el
problema isoperimétrico, porque suponemos que la longitud de la cuerda, el perimetro
de la figura resultante, estéa fija.

Para decir algo mateméticamente sobre la pregunta tenemos que formularla de forma
un poco mas precisa. Una curva en el plano es una aplicacion continua y: [a,b] — R?,
donde a < b € R. Decimos que una curva es cerrada si y(a) = y(b), y decimos que es
simple si no pasa dos veces por el mismo punto, posiblemente al principio y al final: es
decir, si y(t1) # y(t2) para todo t; # to € (a,b). De esta forma, fijando una longitud
L > 0, podemos dar una formulaciéon méas precisa de nuestro problema: entre todas las
curvas cerradas simples de longitud L, jhay alguna que encierre la mayor drea posible?

Para que tenga sentido definir la longitud de la curva necesitamos que sea rectificable.
Por ahora vamos a suponer todavia mas: vamos a trabajar s6lo con curvas de clase C2,
que en particular son rectificables, y que tienen siempre una longitud finita definida por

£ly) = / /()] dt.

Si la curva y esta recorrida en el sentido de las agujas del reloj, no es dificil ver que el
area que encierra una curva cerrada simple es

Fly) = / yalt)y, (1) . (6.1)

En realidad hay algo que estamos dando por supuesto, y es el hecho de que cualquier
curva cerrada simple encierra una region dada (y no, por ejemplo, dos regiones, o
ninguna). Esto se conoce como Teorema de la curva de Jordan, y su demostracion
rigurosa para cualquier curva continua no es facil (es algo més facil si queremos saberlo
s6lo para curvas de clase C?, pero sigue estando muy lejos de ser algo obvio). Aqui
vamos a aceptar este teorema (que es cierto) para seguir con nuestro razonamiento.

Hemos llegado a la siguiente formulacion de nuestra pregunta: consideramos el fun-
cional F dado en (6.1), definido en el dominio

D :={y € C*([a,b];R?) | y(a) = y(b), L(y) = L, y es simple}.

41
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La pregunta es: sCudl es el mdximo (si lo hay) del funcional F en D¢

Una observacion bésica es que si el problema tiene una solucién, entonces tiene
muchas soluciones: cualquier reparametrizacion de la curva 6ptima es otra solucién,
y cualquier traslacion en R? de la curva es una solucion. Esto nos dice que siempre
podemos suponer que y(a) = y(b) = 0 (haciendo una traslacion si es necesario) y
que [a,b] = [0,1] (reparametrizando la curva si es necesario). De la misma forma, es
facil ver que si y es una curva 6ptima para el problema con longitud L dada, entonces
g(t) = Ay(t) es una curva 6ptima para el problema con longitud AL, para cualquier
A > 0 que elijamos. Asi es suficiente resolver el problema para L = 27, porque podemos
obtener la soluciéon para cualquier otro L a partir de ésta. Asi que buscamos el méximo
del funcional

Fly) = / (B (1) dt (6.2)
en el dominio
D = {y € C*([0,1];R?) | y(0) = y(1) = 0, L(y) = 27, y es simple}.

Escrito asi, el Teorema 3.3.2 se aplica directamente. Podemos deducir que cualquier
curva 6ptima y = (y1, y2) debe cumplir

d v d v
—yh = A\—2L. = — 22
T L R ATV

donde A € R es el multiplicador de Lagrange asociado a la tinica restriccion que tenemos.
Siempre podemos reparametrizar un maximo y de forma que |y'(t)| = 27 para todo
t € [0,1], y gracias a la invarianza del problema la reparametrizacion sigue siendo un
méaximo. Suponiendo que es asi,

—27mys = Ay, 21y = A\ys .-
Si llamamos (pi(t), p2(t)) == (¥4 (t), y5(t)),
—2mpy = A\pi, 27p1 = Aph.

Si A = 0 la curva y tiene que ser constante, asi que no es simple y no esta en el dominio
D. Supongamos que A < 0. Entonces las soluciones de este sistema lineal son

p1(t) = Acos(wt) + Bsen(wt), po(t) = —Asen(wt) + B cos(wt),

donde w := 27/|A| = —27/\. Ahora usamos otra invarianza del problema: si y es una
curva 6ptima, entonces una rotacion de y en torno a (0, 0) es también una curva 6ptima.
Esto quiere decir que podemos suponer (por ejemplo) y'(0) = (0, 27); es decir,

p1(0) =0,  p2(0) = 2m,
lo cual implica que A =0, B = 27
Y1 (t) = p1(t) = 27 sen(wt), Yo(t) = po(t) = 27 cos(wt).
Usando la condicion y;(0) = y2(0) = 0,

y1(t) = —Acos(wt) + A, ya(t) = —Asen(wt).
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Finalmente, como y tiene que cumplir y(1) = 0, vemos que cos(w) = 1, sen(w) = 0,
luego w = 27mn para cierto n < 0 entero. Como y es simple, tenemos w = 27, luego
A=—1:

y1(t) = 1 — cos(27t), yo(t) = sen(27t).

Ejercicio 6.1.1. Demuestra que si A > 0 la solucién correspondiente es también una
circunferencia, pero descrita en el sentido contrario a las agujas del reloj.

La conclusion es que si hay una curva 6ptima para nuestro problema, necesariamente
tiene que ser una circunferencia. El hecho de que la circunferencia es efectivamente la
6ptima no podemos demostrarlo con técnicas generales de calculo de variaciones.

6.2. Superficies minimales de revolucién

.Cual es la superficie de revoluciéon con menor area posible? Para ser més exactos,
queremos que la superficie tenga ciertos radios ya especificados en dos puntos dados. Un
ejemplo préctico de esto es la pelicula de jabén que se obtiene entre dos aros de metal,
yva que la tension de la pelicula hace que adopte una forma lo més “estirada” posible,
minimizando su superficie. Formalizando el problema, si suponemos que la seccion de
nuestra superficie viene descrita por la grafica de una funciéon y = y(x), la pregunta es:
scudl es la menor drea posible de la superficie de revolucion que se obtiene al girar la
grdfica de y: [0, L] — R alrededor del eje x, suponiendo que y(0) = yo > 0,y(L) = yr >
07

Dada una curva y, el area de la superficie de revoluciéon correspondiente es

L
Fw) = [ vV P
0
de forma que nuestro problema es encontrar un minimo de F en el dominio

D = {y € C*([0,L]) | y(0) = yo, y(L) = yr},

con yg > 0, yr, > 0 dados. Sabemos por el Teorema 2.2.1 que si hay una curva y donde
se alcance el minimo debe cumplirse que

d w o\ _ 2
@< 1+(y’)2>_ R o

Esta ecuacion tiene un factor integrante: multiplicando todo por yy'/+/1 + (y')? tene-

mos 9
/
W) 20
1+ (y)?

para cierta constante C' € R. Expandiendo,
Cly) =y -C. (6.4)

Esta ecuacion tiene las soluciones constantes y = +C', pero sin embargo ninguna cons-
tante es solucion de la ecuacion (6.3); lo que ocurre es que al multiplicar por el factor
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integrante hemos anadido solouciones adicionales que no eran soluciones de la ecuaciéon
original. Por tanto, podemos descartar las soluciones constantes de la ecuacion (6.4).

Cuando C' = 0 la unica solucion de (6.4) es y = 0, que como hemos dicho no es
solucién de (6.3). Cuando C' # 0, tiene que ocurrir que C' > 0y que y*> > C (de lo
contrario los dos miembros de (6.4) tienen signos distintos). Por tanto, y > /C, ya que
y(0) es positiva. La forma de la ecuacion sugiere el cambio

= k cosh u,
con k > 0 cierta constante, u cierta funcion. Esto nos da
Ck*(senhu)?(u')? = k*(coshu)? — C,
que eligiendo k% := C' se simplifica a
ku' =1,
es decir, u(x) = ug + x/k. Obtenemos entonces

x
y(x) = k cosh (uo + E) :
con uy € R, k£ > 0 constantes a elegir. Todas las soluciones de la ecuaciéon de Euler-
Lagrange tienen que ser de esta forma; lo que nos falta es ver si hay alguna de ellas (o
mas de una) que cumpla también las condiciones de frontera. En este caso son

k cosh (ug) = yo, k cosh <u0 + %) =yL. (6.5)

Dados yg < yr no es facil determinar exactamente cuédndo estas ecuaciones tienen
solucién para k, ug, y cuando tienen mas de una (aunque siempre podemos intentar una
solucion numérica). Pero cuando encontremos esas soluciones, jpodemos asegurar que
la y correspondiente es un minimo del funcional F7

En algunos casos podemos ver que no: si L es grande y yo = yr, (0 si yo = yr) es
facil encontrar superficies que tienen menos drea que el cilindro a altura yy = y,. Esto
nos dice que en esos casos la solucion constante de la ecuacion de Euler-Lagrange no
es un minimo del funcional. (En particular, esto quiere decir que el funcional F no es
convexo.) Cuando L es pequeno en comparacion con 4o, ¥z, puede haber mas de una
soluciéon y no todas las superficies resultantes minimizan el area, pero esto no es fécil
de demostrar.

De nuevo, una soluciéon completa al problema requiere un estudio mas detallado —
no es suficiente con las técnicas generales que hemos visto.

Ejemplo 6.2.1. Supongamos que yo = yr. Entonces las ecuaciones (6.5) implican

L deci L
o+ o = —ug, s decir, up = —o,
luego
2
cosh (—ug) = —%uo.

Podemos ver grdficamente que esta ecuacion no tiene soluciones cuando yo/L es pe-
queno; tiene una solucion para un cierto valor preciso de yo/L; y tiene dos soluciones
cuando yo/L es grande.
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6.3. La catenaria

.Cuél es la forma que tiene una cadena colgada de sus extremos? Este problema se
puede resolver con mecénica de Newton: uno puede en principio resolver las fuerzas que
actian sobre cada eslabon y deducir de ahi la forma de la cadena, pero es un calculo
bastante complicado. Una forma de expresar la ley de Newton de forma maés eficiente
en este caso es decir que la cadena debe adoptar la forma con menor energia potencial
posible. Sila altura de la cadena viene descrita por la grafica de la funcion y: [0, L] — R,
entonces su energia potencial es

Fly) = / y(@)V/I1 T (@) de,

salvo una constante multiplicativa que involucra a la constante gravitatoria y la densidad
lineal de masa de la cadena. Observa que es el mismo funcional que en la Seccién 6.2;
sin embargo, ahora queremos minimizarlo en el dominio D de la seccién anterior, con
la restriccion adicional de que

/O VIt @) de = 0. (6.6)

donde ¢ es la longitud de la cadena. El Teorema 3.3.2 nos da entonces una condicién
necesaria que debe cumplir un minimizador ¥y, en caso de que lo haya:

d [ W+
do \ V1+ ()

) =V1+ ()%

donde A € R es el multiplicador de Lagrange. Esto quiere decir que § := y + A cumple
exactamente la misma ecuacion que la de la Seccién 6.2. Con el mismo razonamiento
deducimos que

y(x) = k cosh (uo + %) — A, (6.7)
con ug € R, k>0, A € R constantes a elegir.

Ejemplo 6.3.1. En el caso yo = y,, es mds sencillo trasladar la funcion al intervalo
[—L/2, L/2]. Buscamos entonces una funcion y de la forma (6.7) que cumpla

y(=L/2) = y(L/2) = yo.
Debe ocurrir entonces que
Uy = 0,

y debemos hallar las dos constantes A\, k usando que y(L/2) = yo y que se cumple la
restriccion (6.6). Calculando la integral, ésta ultima es

L
2 h|l— )=
k sen <2k) l,

es decir: a = L/(2k) es solucion de

senh(a) = £

Qa.
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FEsta ecuacion tiene una unica solucion positiva cuando £ > L (lo cual es razonable, ya
que la longitud de la cuerda debe ser mayor que la distancia horizontal entre los dos pos-
tes). Esto nos permite encontrar k, aunque no podamos escribir su valor explicitamente.
Usando esto en la condicion y(L/2) = yo,

L L
Yy (§> = 1o = k cosh (%> — A,

lo cual nos da el valor de \.

Para este problema si se cumple que la ecuaciéon de Euler-Lagrange tiene siempre
exactamente una soluciéon (con las condiciones de contorno dadas), y esta solucion es
el minimo del funcional F. Igual que antes, no es obvio demostrar que efectivamente el
minimo se alcanza a partir de los resultados que hemos visto (pero en este caso no es
dificil extenderlos para conseguirlo).

6.4. La braquistécrona

Supongamos que un cierto peso, inicialmente parado, baja sin rozamiento por una
curva predeterminada, recorriendo una distancia horizontal L. ;Cual es la forma de la
curva que hace que se recorra esa distancia en el menor tiempo posible?

El tiempo que el peso tarda en recorrer una curva descrita por la grafica de y: [0, L] —
R puede calcularse de la siguiente forma: si la altura de la curva en cierto punto hori-
zontal x es y(z), por conservacion de la energia debe ocurrir que la velocidad |v(z)| del
objeto en ese punto es

%m\v(az)|2 + mgy(z) = mgy(0),

donde g es la aceleracion de la gravedad y m la masa del objeto. Si suponemos que
y(0) =0,

[o(2)]* = —2gy(). (6.8)
Por otra parte, el vector velocidad v(x) = (vi(x),v2(x)) debe ir en la direccion de
(1,9/(x)), asi que

Usando esto en (6.8) tenemos
vi(@)* (14 (¢ (2))*) = —2gy(x),
luego
—2gy(x
o1 () = gy(x)

V1+ (Y (@)?

Una vez que tenemos v; en funcién de la posicion horizontal x, observa que la posicion
horizontal x(t) del peso en tiempo ¢ cumple z'(t) = v} (z(t)). Resolviendo esta ecuacion
en variables separadas, el tiempo que se tarda en recorrer una distancia horizontal L es

por tanto
L L
1 1 /1 ! 2
F(y) :=/ ——dz = W)y,
o vi(z) 0o V29 /—y(x)
;Podemos encontrar una funcion y: [0, L] — (—o0,0] que minimice este funcional y

cumpla y(0) = 0, y(L) = —H? De nuevo por el Teorema 2.2.1, si existe una funcion asi
debe cumplir la ecuaciéon de Euler-Lagrange correspondiente:
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6.5. El principio de Fermat

El principio de Fermat es una aproximacion a la forma de propagaciéon de la luz.
Dice que “un rayo de luz que viaja entre dos puntos sigue la trayectoria que requiera el
menor tiempo posible”.

Ejercicio 6.5.1. Suponemos que el aire cerca de un suelo caliente tiene una densidad
que depende de la altura, de forma que la velocidad v = v(y) a la que viaja un rayo de
luz depende de la altura y a la que esta. Suponemos ademas que

v(y)

o
1+y’

donde c¢ es la velocidad de la luz en el vacio (estamos omitiendo constantes fisicas mas
realistas para que los calculos sean mas sencillos). Un rayo de luz viaja en este medio
entre dos puntos separados una distancia L, ambos a la misma altura H del suelo.
Calcula la trayectoria que sigue el rayo de luz.

Soluciéon. Suponemos que la trayectoria seguida seré una grafica sobre al suelo, en el
que situamos el eje z. Describimos las posibles gréficas mediante funciones y = y(x)
definidas en [0, L], y buscamos la trayectoria 6ptima en el dominio

D:={y e C?0,L] | y(0) = y(L) = H}.
El tiempo que tarda la luz en recorrer la gréafica de una funcién y es

/

[PVt @)? 1 L\/i,g
Fly) := /0 @) dr = . /0 14+ (¢ (2))*(1 + y(x)) de.
(Podemos encontrar esta expresion dividiendo la trayectoria en segmentos pequenos y
calculando el tiempo que se tarda en recorrer cada uno de ellos, por ejemplo; /1 + (v/(z))? dz
representa la longitud de uno de estos segmentos, y v(y(z)) es la velocidad con la que

se recorre.) Segun el principio de Fermat, la trayectoria de la luz sera la que requiera
menor tiempo de viaje, por lo que debemos encontrar el minimo del funcional F. La
funcién dentro de la integral es

F(z,y,z) = (1 +y)V1+ 22
y la ecuacion de Euler-Lagrange correspondiente es

A (L (@) (@)
VG AT e

jEsta ecuacion es la misma que nos encontramos en el problema de la catenaria en la
Seccion 6.3! Igual que hicimos entonces, si definimos g(x) := 1 4 y(x), debe ocurrir que

—— 4 g@)§(v)
1+ (7(2))? = @m

Esta es una ecuacion que ya resolvimos en la Seccién 6.2. Sabemos que sus soluciones
son de la forma g(x) = k cosh (uo + %) para ciertas constantes ug € R, k > 0. Luego

y(x) = k cosh (uo + %) — 1.
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Podemos encontrar ug, k de la misma forma que en el caso de la catenaria. En este caso
las condiciones son

y(0) =y(L) = H.
Usando que y(0) = y(L) y que el coseno hiperbolico es una funcion par vemos que

) L
Uy = —Uy — s es decir, Uy = ok
La condicion y(0) = H nos da
L
h|{—)=H. )
k cos <2k) (6.9)

Dados L, H > 0 se puede demostrar que existe siempre un tnico £ > 0 que cumple esta
ecuacion. Asi que la trayectoria del rayo de luz es la grafica de

y(x) = k cosh <2‘” — L) ~1

2k

6.6. Ejercicios

Ejercicio 6.6.1. Dado el funcional F(y) = fog (y*(t) — y"*(t)) dz determina sus extre-
males en:

1. D ={y e C*([0,3]) : y(0) = 0,y(3) = 1}.
2. D = C2([0, %)),
3. D={yeC*[0,3]) :y(5) =1}

Solucién 6.6.1. Independientemente de las condiciones de contorno, la ecuaciéon de
Euler-Lagrange asociada (Teorema 2.2.1) es

i

y =Yy
y por tanto los extremales tienen que ser funciones de la forma
y(t) = Acost + Bsent.
En el primer caso la tnica opcion es A =0, B = 1, luego
y(t) =sent  en el primer caso.

En el segundo caso tiene los dos extremos libres, y tenemos dos condiciones adicionales
que obtenemos de la Proposicién 2.2.5:

y'(0) =y (n/2) =0,

lo que implica que A = B = 0, luego

y(t) = 0.
En el tercer caso, de nuevo por la Proposicion 2.2.5 tenemos que
y'(0) =0,

luego B = 0 y tenemos una contradiccion con la condicion y(mw/2) = 1. El funcional F
no tiene extremales en este caso.
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Ejercicio 6.6.2. Minimiza el funcional F(y) = fol y?(z)dz en D = {y € C'([0,1]) :
y(0) = 0,y(1) = 1} sujeto a la restriccion fol y(z)dz = 1.

Solucion 6.6.2. Llamamos ®(y) := foly(x) dz, y sea y € D un minimo de F en D
(si lo hay). Primero notamos que la condicion 1 del Teorema 3.3.2 no se cumple: si
tomamos cualquier v € C3([0, 1]) cuya integral no sea 0,

0, P(y) = /0 v(z)dz # 0.

Por tanto, segin el Teorema 3.3.2, si hay un minimizador debe cumplir la siguiente
ecuacion de Euler-Lagrange:
2y// — )\7

con A el multiplicador de Lagrange. Esto quiere decir que

A
y(:v) = 1.172 + Cl.CE + 02,
con (', (5 constantes reales. Usando las condiciones de frontera vemos que Cy = 0,
A/4 + C; = 1. Usando la restriccion vemos que A/12 + C1/2 = 1, y deducimos que
C1 =4, A = —12. Por tanto, si hay un minimizador éste tiene que ser

y(r) = —32% + 4u, z €0, 1].
Nos falta comprobar que es un minimizador. Observamos que la funcién
F*(z,y,2) = 2>+ \y

es convexa en (y, z), y por tanto el funcional F* es convexo en D (lo es para A = —12,
pero en este caso lo es para cualquier A € R). Por el Teorema 3.4.1, la funciéon y = y(z)
que hemos encontrado antes tiene que ser un minimizador (y es el inico minimizador,
ya que es el unico punto critico).

Ejercicio 6.6.3. ;Es el funcional F(y) = f12 (xy/(x) + y(x)) da convexo en D = {y €
C*([1,2]) : y(1) = 1,y(2) = 2}? (Y estrictamente convexo? jAlcanza un minimo este
funcional? En caso afirmativo jen qué funciones lo alcanza?

Solucién 6.6.3. La funcion F es lineal, y por tanto es convexa pero no estrictamente
convexa.

Vamos a ver lo mismo con una técnica que se puede emplear para funcionales en
general: la funcion F(z,y, z) := xz+y es convexa en (y, z). Por tanto, F es convexo. La
funcién F' no es estrictamente convexa, asi que esto no nos dice si F es estrictamente
convexo. Para y,w € D, v € C3([1,2]), 6 € R podemos comprobar que

FOy+ (1 —-0w)=0F(y)+ (1 —0)F(w).

(Lo que estamos diciendo aqui es que F es lineal, claro). Por tanto no es estrictamente
convexo.

Si F alcanza un minimo en D, el minimo debe cumplir la ecuaciéon de Euler-Lagrange
correspondiente, que en este caso es trivial (obtenemos 1 = 1). Esto quiere decir que
su minimo se alcanza en cualquier funcién de D. Dicho de otra forma, jlo que ocurre es
que F es constante en D!
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Ejercicio 6.6.4. Consideramos el funcional F(y) = fab f(x)(1+y'(x)*)dz, cona < b €
Ry f € C'([a,b]), definido en el conjunto D := {y € C'([a,d]) | y(a) = y(b) = 0}.

1. Determina la ecuacién de Euler-Lagrange asociada a este funcional.

2. Demuestra que si 0 < a < by f(x) = x para = € [a,b] entonces el funcional F
tiene un minimo global. Calcilalo.

Solucién 6.6.4. La ecuacion de Euler-Lagrange asociada es
2(f(z)y (x))" = 0.
En el caso de la segunda pregunta, esta ecuacion es
(zy') =0,
cuyas soluciones cumplen xy’ = C' (constante), luego deben ser
y(x) = Clogx.

Para cumplir y(a) = y(b) = 0 la tnica opciéon es que C' = 0. Por tanto y(x) = 0 es
el tinico candidato a minimo, y se ve directamente en la expresion del funcional que
efectivamente es el minimo. (Alternativamente, puedes ver que el funcional es convexo).



Capitulo 7

Principios variacionales en mecanica

Un principio general muy 1til en mecanica es el siguente: denotemos por 7' la energia
cinética de un sistema y U la potencial. Si y = y(t) es la trayectoria de un sistema,
entonces

T=T(y)(t) = %m\y’(t)|2, U=U(y)(t) =Uly()),

con U un potencial dado que suponemos que soélo depende de la posicion y(t). El prin-
cipio es que la trayectoria que describe el sistema es un punto critico del funcional de
accion

Fly) = / (T()(t) - Uy)(1)) dt.

Esto es cierto incluso cuando el sistema tiene ciertas restricciones (por ejemplo, hay
pesos unidos por una barra solida o colgados de una cuerda) y expresamos 7', U en
funcion de las coordenadas generalizadas del sistema. Esto es muy practico para calcular
la EDO que describe la trayectoria de muchos sistemas. Vamos a ver algunos ejemplos
de esto.

Ejemplo 7.0.1. Consideramos una particula que se mueve bajo la accion de la grave-
dad, cerca de la superficie de la Tierra. Sila altura de la particula en el tiempo t es y(t)
y su masa es m, la energia cinética es

1
T = Smly ()]

y la potencial
U =mgy(t),
donde g es la constante gravitatoria.
Ejemplo 7.0.2. Consideramos la misma situacion del ejemplo anterior, pero ahora
queremos describir las tres coordenadas de posicion de la particula. Denotamos su po-

sicion por y(t) = (y1(t), y2(t), y3(t)), donde ys(t) denota la altura. La energia cinética
es

1
T = Smly/ (1),
donde ahora | - | denota el mddulo, y la potencial
U = mgys(t).

51
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Ejemplo 7.0.3. En general, si tenemos un sistema con coordenadas y(t) € R? que se
mueve bajo la accion de un potencial U, la energia cinética es

1
T = Jmly 0,

y la potencial
U=U(y(t)).

Ejemplo 7.0.4. Vamos a encontrar la ecuacion que describe la trayectoria de un pén-
dulo. Suponemos que tenemos un peso colgado de un punto fijo, sujeto por una barra
de longitud r que puede girar en torno a ese punto. (Podemos pensar que es una cuer-
da, pero queremos dar la idea de que no se va a “doblar” aunque el péndulo tenga el
peso arriba). Suponemos que la barra tiene un peso despreciable. El sistema estd com-
pletamente descrito por el dngulo 0 = 0(t) de desviacion de la posicion de equilibrio.
La posicion horizontal y vertical del peso (si el origen de coordenadas estd en el punto
donde estd “clavada” la barra) son

x(t) = rsenf(t), y(t) = —rcosf(t).
Sus deriwadas son
Z'(t) = rb'(t) cos O(t), y'(t) =r0'(t)sen(t).
La energia cinética en este caso es
T = Sl (P + [y () = 5mrlo ()
y la potencial es

U =mgy(t) = —mgrcos0(t).

El funcional de accion es por tanto

b b
1
F(0) :/ F(y(t),y'(t)) dt :/ (émr2|9'(t)|2+mgrcos€(t)) dt.
Si calculamos la ecuacion de Fuler-Lagrange para este funcional obtenemos

%(Tmﬁ@'(t)) = —mgrsend(t),

o lo que es lo mismo
0"(t) = — L sen 0(t).
r
Ejercicio 7.0.1. Calcula la aceleraciéon con la que una rueda de radio r y masa m
(uniformemente distribuida) desciende una pendiente de dngulo «, suponiendo que la
rueda baja rodando sin deslizar por la pendiente. Compara esta aceleraciéon con la que
tendria si bajara deslizando por la misma pendiente, sin rozamiento.
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Solucion. Llamemos (x,y) a las coordenadas del centro de la rueda (poniendo el origen
en la posicion inicial de la rueda) y 6 al angulo de giro. La posicion de la rueda esta
determinada en todo momento por su desplazamiento ¢ desde la posicion inicial, ya que

x =Llcosa, y = {sena.

En el caso de la rueda sin deslizar, la distancia recorrida ¢ esta determinada por el
angulo 6:
¢ =0r.

En este caso, la energia cinética total es la energia cinética del centro de masas, mas la
energia de rotacion:

10 = gm(C) + S5 1) = Sm(C)

7= (@ + P+ 7o

donde [ = %m’r2 es el momento de inercia de un disco uniforme. La energia potencial
es
U = mgy = mglsena.

La lagrangiana es entonces
3 1\ 2
L=T-U= Zm(é) — mglsen «,

y las ecuaciones de Euler-Lagrange son

"= ggsena.

iObserva que la aceleracion no depende ni de la masa m ni del radio r! En el caso con
deslizamiento es facil ver que la ecuacion correspondiente es

/!
(" = gsenq,

que es mayor que en el caso sin deslizamiento.
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Capitulo 8

Problemas de contorno

Un problema de contorno es una ecuacion diferencial a la que imponemos condiciones
que debe cumplir la solucién en varios puntos. En esta secciéon estudiaremos problemas
de contorno en ecuaciones diferenciales ordinarias. Uno de los problemas mas comunes
de este tipo es encontrar una solucion y : [a,b] — R de la ecuacion

y' = f(t,y,y) (8.1)

en el intervalo [a, b], que cumpla ademés

yla) =ya, yb) =up (8.2)

para ciertos nameros dados y,, y». Observa que estamos especificando condiciones en dos
puntos distintos del dominio donde y esté definida. Esto hace que este tipo de problemas
sean distintos de los problemas de valores iniciales donde se busca una solucion de (8.1)
que cumpla

y(a) =y, y'(a)=mu (8.3)

para yo,y1 € R dados. Hay muchos tipos de condiciones de contorno; por ejemplo,
podriamos buscar soluciones que cumplan

y'(a) =y (b) =0, (8.4)

o que cumplan
yla) =y(0), y(a)=y'(b). (8.5)

Las condiciones que involucran ecuaciones donde en cada una de ellas s6lo aparece
el valor de la funcion y sus derivadas en un solo punto (como en (8.2) o (8.4)) se
llaman condiciones de contorno separadas. Las condiciones (8.5) se llaman condiciones
de frontera periodicas.

En general, dado que las soluciones de una ecuaciéon de orden n forman (normal-
mente) una familia que depende de n parametros, los problemas de frontera para una
ecuacion ordinaria de orden n suelen tener n condiciones de contorno. Esto es parecido a
los problemas de valores iniciales, en los que una ecuaciéon ordinaria de orden n requiere
n condiciones en un punto para tener solucién tnica. La situaciéon para los problemas
de contorno es més complicada que en los problemas de valores iniciales, porque los
problemas de contorno no siempre tienen soluciéon, y cuando tienen, la solucién no tiene
por qué ser tnica. Observa que para tener un problema de contorno propiamente dicho
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necesitamos condiciones en al menos dos puntos distintos del dominio de la solucién, por
lo que no suele haber problemas de contorno para ecuaciones de orden 1 (ya que el valor
en un s6lo punto de su dominio normalmente determina la soluciéon completamente).

Todas estas consideraciones son ideas generales que tienen excepciones en cada caso.
El propésito de esta seccion es dar algunos ejemplos de problemas de contorno, expli-
car su motivacion, y dar algunas técnicas tutiles para resolverlos. Nos centraremos en
problemas de contorno lineales de segundo orden.

Ejemplo 8.0.1.

y' +y=0,
y(0) =0, y(x/2)=2.

Ejemplo 8.0.2.
Ejemplo 8.0.3.
Ejemplo 8.0.4.

Ejemplo 8.0.5.

8.1. Forma autoadjunta de una ecuacién de segundo
orden

Decimos que una ecuacion lineal de segundo orden esta escrita en forma autoadjunta
cuando es del tipo

)y + a(t)y = r(t), (8.11)

donde p,q,r : [a,b] — R son funciones continuas, con p ademas de clase €* en [a, b].
Decimos que la ecuacion es homogénea cuando r(t) = 0 para todo t € [a,b]; en otro
caso decimos que es completa. Una ecuaciéon de segundo orden del tipo

a(z)y” + b(x)y' + c(x)y = d(x)

puede siempre escribirse en forma autoadjunta si a,b,c son funciones continuas con
a(x) # 0 para = € [a, b].
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8.2. Alternativa de Fredholm

Consideramos el problema de contorno

(p®)y) +a(t)y = r(t), (8.12a)
ay(a) + By (a) =0, (8.12b)
oy(b) + vy (b) = 0, (8.12¢)

con condiciones de contorno separadas, o bien

(p(®)y) + a(t)y = r(1), (8.13a)

y(a) = y(b), (8.13b)
y'(a) =y'(b), (8.13¢)

con condiciones de contorno peridédicas. En esta seccidon siempre suponemos que

a<beR,
p,q, 7 : [a,b] — R son funciones continuas,
p es una funcién C' en [a, b], (8.14)
p(t) > 0 para todo ¢t € [a, b].

a,B,0,7 € R, con «, f no ambas nulas, 9,y no ambas nulas.

El problema homogéneo asociado a (8.12) es la misma ecuacion con r(t) = 0:

(p(t)2) +q(t)z = 0, (8.15a)
azr(a) + B2'(a) = 0, (8.15b)
dz(b) +~v2'(b) = 0, (8.15¢)
De forma similar, el problema homogéneo asociado a (8.13) es la ecuacion
(p(t)2)" +q(t)z = 0, (8.16a)
z(a) = z(b) (8.16b)
#'(a) = 2'() (3.16¢)

Observa que el problema homogéneo asociado (ya sea (8.15) o (8.16)) tiene siempre al
menos una solucion: la solucion trivial x(t) = 0, t € [a, b].
A veces consideraremos la expresion

(p(t)z") + q(t)z
como un operador diferencial que actia sobre la funcién x.

Teorema 8.2.1 (Alternativa de Fredholm). Consideramos el problema de contorno
(8.12) (con condiciones de contorno separadas), asumiendo las hipdtesis (8.14).

1. Si el problema homogéneo asociado (8.15) tiene sdlo la solucion trivial entonces
el problema completo tiene una unica solucion.
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2. Si el problema homogéneo asociado (8.15) tiene alguna solucion distinta de la
trivial, entonces el problema completo tiene solucion si y solo si

/ br(t)a:(t) dt = 0 (8.17)

para toda solucion z : [a,b] — R del problema homogéneo.

Este resultado es también cierto para el problema con condiciones de contorno periodicas
(8.13) (cuyo problema homogéneo asociado es (8.16)), si asumimos adicionalmente que

pla) = p(b). (8.18)

El teorema de la alternativa de Fredholm es en realidad mucho mas general que el
enunciado anterior, que es su aplicacion a los problemas de contorno. El Teorema 8.2.1
es un caso particular de un resultado abstracto sobre operadores lineales. Podemos
entender bien como funciona en el caso de sistemas de ecuaciones lineales en dimension
finita. Supongamos que tenemos una ecuacién lineal en forma matricial

Ay = b, (8.19)

donde A es una matriz d x d, b € R% es un vector dado, y y € R? es la incégnita. Un
resultado bésico en algebra lineal nos dice que:

1. Si A es invertible, entonces (8.19) tiene una tnica soluciéon (dada por y = A~1b).

2. Si A no es invertible, entonces (8.19) tiene solucién si y sélo si b € Im A (la imagen
de A).

Este enunciado es en realidad una versiéon en dimension finita del Teorema 8.2.1. El
punto 1, el hecho de que A sea invertible, se puede enunciar equivalentemente diciendo

que el problema “homogéneo”
ATz =0 (8.20)

tiene unicamente la solucion trivial x = 0. Por otra parte, si y es una soluciéon del
“problema completo” (8.19) y z es cualquier solucion del “problema homogéneo” (8.20)
entonces

0=(ATz,y) = (z, Ay) = (z,b).

La afirmacion reciproca es un poco més dificil de ver, pero también es cierta. Suponga-
mos que (z,b) = 0 para todo vector x que cumpla (8.20). Entonces,

bl KerA", esdecir, be (KerA")".
Como Ker AT = (Im A) ", tenemos
be (ImA))" =ImA.
Hemos demostrado por tanto lo siguiente:

Teorema 8.2.2 (Alternativa de Fredholm en dimensién finita). Sea b € RY un vector
y A € R™ yna matriz.
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1. Si el problema homogéneo (8.20) tiene solo la solucidn trivial, entonces el problema
completo (8.19) tiene una unica solucion.

2. Si el problema homogéneo (8.20) admite soluciones no triviales, entonces el pro-
blema completo (8.19) admite solucion si y sdlo si

(x,0) =0
para toda solucion x de (8.20).

Observa que en (8.20) hemos escrito la traspuesta de la matriz A, mientras que en
(8.12a), (8.15a) hemos escrito el mismo operador lineal. El motivo es que el operador
esta escrito en forma autoadjunta, lo que hace que sea un operador simétrico (en un
sentido que no hemos estudiado por ahora). Es la propiedad analoga a que la matriz A
sea simétrica, de forma que AT = A.

En la demostracion del Teorema 8.2.2 el tinico paso que no funciona con operadores
generales es el paso donde decimos que ((Im A)T)" = Im A. En un espacio de dimension
infinita esto no siempre es verdad.

Ejemplo 8.2.3.
y" —y = cos(x),
y(0) = y(1) = 0.

Ejemplo 8.2.4.

y(0) = y(m) = 0.
Ejemplo 8.2.5.

{ y" +y = cos(z),

Ejemplo 8.2.6.

Ejercicio 8.2.1. ;Tiene solucion el siguiente problema de contorno?

//_2/ —
VoY T T e

Si tiene solucién, jes tnica?

Solucién. Este problema se puede resolver explicitamente, pero para saber si existe
solucion o no necesitamos menos calculos. Para poder aplicar la alternativa de Fredholm
tenemos que transformar el problema en uno con condiciones de contorno homogéneas.
Elegimos una funcién cualquiera que cumpla las condiciones de contorno; por ejemplo,

w(t) =2t
y llamamos 3 := y — w. Esta claro que 3(0) = g(1) = 0, y ademés

7' =27 +75= — 4+ 2t.
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Las soluciones del problema homogéneo correspondiente son
y(t) = Ae' + Bte',

de las cuales solo la solucion trivial cumple las condiciones de contorno y(0) = y(1) = 0.
Por tanto, el problema tiene una tnica solucion.

Ejercicio 8.2.2. Demuestra que el espacio de soluciones del problema (8.15) (que es
un espacio vectorial) tiene como mucho dimension 1.

Ejercicio 8.2.3. Comprueba si las siguientes afirmaciones son correctas, y justifica
brevemente tus respuestas:

1. El siguiente problema de valores en la frontera tiene una soluciéon tnica en [0, 7]:
y'(x) —y(x) =senx,  y(0)=y(m)=0.

2. El siguiente problema de valores en la frontera tiene una solucion tnica en [0, 7]
y'(z) +y(x) =senz,  y(0)=y(m)=0.

Soluciéon 8.2.7. 1. Verdadera. Usamos el teorema de la alternativa de Fredholm. La
ecuacion homogénea correspondiente es y” —y = 0 con y(0) = y(7m) = 0 que tiene
como unica solucion y = 0 (lo cual se puede comprobar directamente). Por tanto
la ecuacion completa tiene solucién tnica, sea cual sea la funcién que ponemos a
la derecha.

2. Falsa. De la misma forma, la ecuacion homogénea correspondiente es 3"’ +y = 0
con y(0) = y(m) = 0, que tiene como soluciones y(x) = Asen(x), con A € R una
constante. Para A # 0, esta solucion no es perpendicular a la funcion sen(z), luego
la alternativa de Fredholm nos dice que el problema completo no tiene solucién.

8.2.1. Demostraciéon del teorema de Fredholm para condiciones
de contorno separadas
Demostraremos primero el caso de condiciones de contorno separadas; el caso de

condiciones de contorno periddicas se trata en la seccion 8.2.2. En ambos casos usaremos
la siguiente version del teorema de integracion por partes:

Lema 8.2.8 (Foérmula de Green para un operador de Fredholm). Supongamos las hi-
potesis (8.14). Dada una funcion u € C*([a,b]) definimos la funcion Lu como

Lu = (pu') + qu. (8.25)
Entonces para cualquier funcion v € C*([a,b]) se cumple la identidad de Lagrange
d
vLu —ulv = &P(u, v) (8.26)

donde
P(u,v) = p(u'v —uw').

Como consecuencia obtenemos la formula de Green

b b t=b
/ vLu—/ ulv = P(u,v)| . (8.27)

t=a
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Demostracion. La identidad (8.26) se comprueba directamente, y (8.27) se obtiene de
integrar (8.26) entre a y b. O

El término P(u,v) que aparece en el lema anterior se llama a veces término de
frontera. El siguiente resultado dice que se anula cuando u,v cumplen condiciones de
contorno del tipo (8.12b)—(8.12¢):

Lema 8.2.9. Supongamos las condiciones (8.14). Supongamos que u,v € C*([a,b]) son
funciones que cumplen las condiciones de frontera (8.12b)—(8.12¢); es decir, tales que

au(a) + Bu'(a) = av(a) + Bv'(a) = 0, (8.28)
du(b) + yu'(b) = dv(b) + ' (b) = 0, (8.29)

para ciertos o, 3,6,7 € R con |a| + B8] > 0, |8] + |y| > 0. Entonces P(u,v)(a) =
P(u,v)(b) = 0.

Demostracion. Si llamamos
Vo= (0B),  Vo=(67), U= (5((?)) LV = (fj((?)) o (830)
entonces las condiciones de frontera para u, v pueden escribirse como
Vo Ula) = Vi U(b) = Vi - V(a) = Vi - V(b) = 0. (8.31)
Por otra parte, la expresion de P(u,v) puede escribirse como
P(u,v) =pU - J(V) (8.32)
donde J es un giro de dngulo 7/2:
J(v1,v9) := (vg, —v1) para (vy,vy) € R%

La condicion V,U(a) = 0 significa que U(a) es un vector perpendicular a V, (que no
es nulo por la hipétesis (8.14)), y lo mismo ocurre con V'(a). Por tanto, U(a) y V(a)
son paralelos, asi que U(a) - J(V(a)) = 0. De (8.32) deducimos que P(u,v)(a) = 0. El
razonamiento analogo funciona para P(u,v)(b). O

Corolario 8.2.10 (Simetria del operador diferencial). Bajo las condiciones (8.14),
para cualesquiera dos funciones x,y € C?[a,b] que cumplan las condiciones de contorno
(8.12b), (8.12¢) se cumple

/ (8 Ly(t) dt = / (La(0)y(t) dt.

Observacion 8.2.11. La igualdad correspondiente es cierta (practicamente con la misma
demostracion) para x,y € C*([a, b], C):

(z,Ly) = (Lz,y), (8.33)

donde (-, -) es el producto escalar definido por

b
(x,y) ::/ z(t)y(t) dt.
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Demostracion del Teorema 8.2.1 para condiciones de contorno separadas. Primero tra-
ducimos el problema que queremos resolver en un lenguaje mas conveniente. Para cual-
quier funcién y € C*(a,b) escribimos
Ly = (py') + qy.
Llamamos
V:={X = (z,2') | Lv = 0},

el conjunto de soluciones de la EDO de segundo orden Lx = 0, escritas como vector
(z,2"). V es un espacio vectorial de dimension 2. Sea y, una solucién particular de
Ly, = r, y llamamos

Yy = (Yp, 4y)-

Sabemos que todas las soluciones de la ecuaciéon Ly = r pueden escribirse como Y =
Y, + X, donde Y = (y,v’), X € V. Llamamos

Vo= (o, f),  Ve:=1(6,7),
y para cualquier Y : [a,b] — R? continua denotamos
AY 1= (V, - Y(a), Vi - Y (8)).
Entonces las condiciones de contorno en (8.12) pueden escribirse como
AY =0,

donde Y = (y,y'). Como Y es de la forma X + Y, resolver el problema de contorno
(8.12) es encontrar X € V tal que

AX = —AY,, (8.34)

En particular, observamos que el operador A es un operador lineal de V a R? (y la
funcién Y, no tiene por qué estar en V, claro).

Caso 1: el problema homogéneo sélo tiene la soluciéon trivial. FEn el lenguaje
anterior, esto quiere decir que el inico X € V tal que AX = 0 es X = 0. Por tanto
A, como operador lineal de V en R2, es no singular, asi que hay una tnica solucion de

(8.34).

Caso 2: el problema homogéneo tiene soluciones no triviales. Sea x una so-
luciéon no trivial del problema de contorno homogéneo. Si el problema de contorno
completo tiene una solucion y, entonces usando los Lemas 8.2.8 y 8.2.9 tenemos

b b b
/m*z/xLyz/yLsz.

Para demostrar la afirmaciéon reciproca, supongamos que

b
/a:rzO
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para todo x soluciéon del problema homogéneo. Sea x una soluciéon no trivial; equivalen-
temente, sea X € V., X # 0, con AX = 0. Como X es no trivial, sabemos que X (a) # 0,
X (b) # 0. Elegimos ahora la solucion de Ly = 0 tal que y(0) = z(0), ¢'(0) = 2/(0) (es
decir, X(a) =Y (a)). Por los Lemas 8.2.8 y 8.2.9 tenemos

b b
p@)X (@)Y (@) = pO)X I 0) = [ (aLy = yLe) = [ or =0,
de forma que
0 =p(a)X(a)J(Y(a)) — p(b) X (b)J(Y (b)) = p(b)X(b)J(Y(b)).

Como p # 0, X (b) # 0, esto demuestra que Y (b) es paralelo a X (b). Como V- X (b) = 0,
deducimos que Vj, - Y(b) = 0 por tanto,

Va-Y(a) =0,  V-Y(b) =0,

luego y es soluciéon del problema completo. O]

8.2.2. Demostraciéon de Teorema de Fredholm para condiciones
de contorno periédicas
Lema 8.2.12. Supongamos las condiciones (8.14). Supongamos que u,v € C*([a,b])

son funciones que cumplen las condiciones de frontera (8.13b)—(8.13c); es decir, tales
que

{ u(a) = u(b), v(a) = v(b), (8.35)
u'(a) = u'(b), v'(a) = '(b) (8.36)

Supongamos también que

Entonces P(u,v)(a) = P(u,v)(b) = 0.

Demostracion del Teorema 8.2.1 para condiciones de frontera periodicas. Reescribiendo
el problema como antes, ahora definimos

AY ==Y (a) - Y(b),

de forma que cumplir las condiciones de contorno es equivalente a AY = 0.

Caso 1: el problema homogéneo sélo tiene la solucién trivial. FEn el lenguaje
anterior, esto quiere decir que el inico X € V tal que AX = 0 es X = 0. Por tanto
A, como operador lineal de V en R?, es no singular, asi que hay una tinica solucion de
(8.34).

Caso 2 el problema homogéneo tiene soluciones no triviales. Con el mismo

razonamiento que antes (y usando que p(a) = p(b)) vemos que si el problema completo

tiene solucién entonces fab xr = 0 para cualquier solucion x del problema homogéneo.
Para demostrar la otra implicacién, supongamos que

b
/a:rzO
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para todo x soluciéon del problema homogéneo. Denotamos por W el espacio vectorial
W:={XeV]|AX =0}.

(Elntcleode Aen V.) SiY = (y,y’) es cualquier solucion de Ly = r, y X = (x,2') € W,
usando los Lemas 8.2.8 y 8.2.12 y teniendo en cuenta que p(a) = p(b) tenemos

0= / 2 = / oLy = / yLa + p(a)(X(5)J(Y (b)) — X(a)J(Y ()))

es decir,

X(a)- J(A(Y)) = 0. (8.37)
Por otra parte, si Z € W, con el mismo razonamiento,

X(a)- J(A(Z)) = 0. (8.38)

Distinguimos dos casos:

1. Si W = V entonces X (a) puede ser cualquier vector de R? y (8.37) demuestra
que Y(a) =Y (b).

2. Si W tiene dimension 1 entonces tomemos un generador X. La relacion (8.38)
demuestra que la imagen de A como operador lineal A: V' — R? est4 contenida
en (X(a)). Como esta imagen tiene dimension 1, tiene que ser igual a (X(a)).
Por otra parte, (8.37) demuestra que AY), esta también dentro de (X (a)) = Im A.
Por tanto, podemos resolver (8.34) (lo que equivale a encontrar una solucion del
problema completo).

[]

8.3. Formulacién variacional de los problemas de con-
torno

Si tenemos un problema de contorno en forma autoadjunta

(py) +aqy=r (8.39)

con ciertas condiciones de contorno dadas en un intervalo [a, b], siempre podemos rees-
cribirlo como un problema variacional considerando el funcional

F) o= [ (P - 2Pu0? + roun ) at (8.40)
En este caso la funcion F' es
p

F(t,y,2) = 522 — ng +ry, (8.41)

asi que
OyF = —qy +r, 0.F = pz,
luego la ecuacion de Euler-Lagrange correspondiente a (8.40) es exactamente (8.39).

Usando lo que conocemos sobre los problemas de contorno de este tipo podemos de-
mostrar el siguiente resultado:
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Teorema 8.3.1. Sea a < b € R, p € C'a,b], q,r € Cla,b], y consideremos el funcional
(8.40) definido en

D = {y € C*[a,b] | y(a) = y(b) = 0}.

Sip>0enlab] yqg<O0 enlab] entonces el funcional F tiene un unico minimo en
D, igual a la dnica solucion del problema de contorno (8.39) en D.

Demostracion. Podemos comprobar que F(t,y, z) := 52*—%y*+ry es convexa en (y, 2),
asi que el funcional F es convexo en D. Por tanto, un punto critico suyo tiene que ser un
minimo. La condicién para ser un punto critico es precisamente el problema (8.39) con
condiciones de contorno y(a) = y(b) = 0. Para ver que dicho problema tiene solucion

dnica, vamos a ver que la tnica solucion de la ecuaciéon homogénea
(pz') +qr =0 (8.42)

con condiciones

z(a) =z(b) =0 (8.43)

es la trivial. Para demostrarlo, supongamos que existe una solucién no trivial. La fun-
cion z alcanza un maximo en [a,b], y podemos suponer que su valor en el maximo es
estrictamente positivo (si no, consideramos —z, que también es una solucion y debe
tener un maximo positivo entonces, ya que x no es la soluciéon trivial). El punto ¢,
donde alcanza su méaximo debe estar en (a,b) (ya que xz(a) = z(b) = 0). En ese punto
to debe ocurrir z/(ty) = 0y 2”"(tg) < 0, luego

0 = p(to)x"(to) + p'(to) @' (to) + q(to)x(te) = p(to)z” (to) + q(to)z(to)-

Pero p(ty)z"(ty) < 0y q(to)z(to) <0, lo cual es una contradiccion.

Hemos visto que el problema homogéneo (8.42)—(8.43) tiene solo la solucion tri-
vial. Por el Teorema de Fredholm, las ecuaciones de Euler-Lagrange tienen una tnica
solucion, que tiene que ser el tnico minimo de F en D. O

Ejercicio 8.3.1. Demuestra que los siguientes problemas de contorno tienen soluciéon
Unica:

(1))  Y'+y —ty=cost, y(1)=y(2)=0
(44) v+ —ty = cost, y(l) =2, y(2) =3
8.4. Problemas de Sturm-Liouville

Consideramos ahora un problema de contorno homogéneo en forma autoadjunta con
un parametro A adicional:

(p(t)y) + a(t)y + Aw(t)y =0, (8.44a)
ay(a) + By'(a) =0, (8.44b)
dy(b) +~y'(b) = 0. (8.44c)

Siempre supondremos A € R, con las mismas condiciones que en la secciéon anterior,
junto con la condicién de que w sea continua y positiva:
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a<beR,
p,q,w : [a,b] — R son funciones continuas,
p es una funcién C' en [a, b], (8.45)
p(t) >0, w(t) > 0 para todo t € [a, b].

a,B3,0,7 € R, con «,  no ambas nulas, 9,y no ambas nulas.

A un problema de este tipo cuyos parametros cumplen estas hipotesis se le llama proble-
ma de Sturm-Liouville reqular. La solucion trivial y(t) = 0, t € [a, b] es siempre solucion
de (8.44). Una de las preguntas fundamentales en este tipo de problemas es saber para
qué valores de A € R el problema (8.44a)—(8.44b)—(8.44c) admite soluciones no triviales.

Definicion 8.4.1. A un valor de A € C para el que (8.44) tiene al menos una soluciéon
no trivial se le llama walor propio del problema (8.44). A una solucién no trivial de
(8.44) se le llama funcion propia asociada a .

Fijate en que permitimos A € C en la definicion anterior (y admitimos soluciones de
(8.44) donde y tome valores complejos, y: [a,b] — C). Esta es la definicién estandar (el
espectro de un operador se considera siempre en C), pero no es una extension importante
porque en este caso todos los valores propios tienen que ser reales:

Lema 8.4.2. Suponemos las condiciones (8.45), y llamamos L al operador dado por

Ly := (py') + qy-
Se cumple que
{y,Ly) € R
para toda funcién y: [a,b] — C en L*([a,b],C). En particular, los valores propios del

problema (8.44) son reales.

Observacion 8.4.3. Observa que el producto escalar que estamos usando aqui es el de
L?([a, b],C) de funciones con valores complejos:

b
(x,y) ::/ $(t)ﬁdt.

Demostracion. Para cualquier y € L?([a,b],C;w),

(y, Ly) = (Ly,y) = {y, Ly),

donde la primera igualdad es por (8.33) y la segunda por la simetria del producto escalar
complejo. Por tanto, (y, Ly) € R. Con esto, si A es un valor propio y ¢ una funcion
propia asociada,

Moll72) = (Lo, 0) €R,
luego A € R. O

Lema 8.4.4. Suponemos las condiciones (8.14). Si ¢, 1 son funciones propias del
problema (8.44) asociadas a valores diferentes de \ entonces

b
/ W(t)d(tyi(t) dt = 0.
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Demostracion. Llamamos L al operador dado por

Ly == (py') + qu.

Supongamos que ¢ esté asociada al valor propio \; y ¥ a A9, con \; # Ay. Usando la
formula de Green del Lema 8.2.8 tenemos

b b
0= / (pLyp — L) = (M — )\2)/ wipe,

que implica el resultado. O

Teorema 8.4.5 (Teorema de Sturm-Liouville). Los valores propios del problema (8.44)
son reales, simples, y forman una sucesion creciente (\;);>1 que diverge a +00. Si
llamamos ¢; a un generador del espacio de funciones propias asociadas a \;, entonces
la sucesion (¢;)i>1 es una base ortogonal del espacio L*((a,b),w).

Si suponemos que p(a) = p(b), el resultado es también cierto también con condi-
ciones de contorno periodicas, con la diferencia de que ahora los valores propios no
tienen por qué ser simples. Si tomamos una base ortogonal de cada espacio propio del
problema, su unidn forma una base ortogonal de L*((a,b),w).

Ejemplo 8.4.6. Consideramos el problema

Y+ Ay =0, (8.46a)
y(—m) =y(m) =0. (8.46b)

Buscamos sus valores propios (los valores de A para los que hay soluciones no triviales).
1. Cuando X < 0 las soluciones de la ecuacion diferencial (8.46a) son
y(t) = AV + Be VAL
de forma que para cumplir (8.46b) debe ocurrir

Ae”r\/m + Be™VIAl = q,
Ae”\/m + Be VI = 0.

Comprobamos que la matriz que define este sistema lineal es no singular, luego la
unica solucion es A =B = 0.

2. Cuando A > 0 las soluciones de la ecuacion diferencial (8.46a) son
y(t) = Acos(tV/A) + Bsen(—tV/X),
de forma que para cumplir (8.46b) debe ocurrir

Acos(—mV\) + Bsen(nVA) = 0,
Acos(mV/\) + Bsen(—mvV/\) = 0.
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La matriz de coeficientes de este sistema lineal es

(TR ot T0R) = (i) “mivon)

con determinante —2 cos(mv/\) sen(mv/A) = —2sen (27r\/X>. Para que este deter-

minante sea 0 debe ocurrir que
27V = nr

con n > 0 entero; es decir,

7’L2

A=
4

FEsto nos dice que para cualquier n > 0 entero, el nimero A\ = n*/4 es un va-
lor propio de (8.46). Para encontrar una funcion propia asociada resolvemos el
sistema anterior, que queda en este caso

A cos (%T) + Bsen <n77r) =0,
A cos <n_7r> — Bsen (n_7r> 0.
2 2
Cuando n es par obtenemos simplemente

A=0

y cuando n es impar,

B =0.

Por tanto, unos posibles generadores del espacio de funciones propias son
sen | — asociada a A =n”/4 con n par,
coS (—) asociada a \ = n*/4 con n impar,

para n > 1 entero.

. Cuando X\ = 0 las soluciones de (8.46a) son

y(t) = A+ Bt,

que podemos comprobar que soélo cumple la condicion de contorno cuando A =
B =0.

En conclusion, los valores propios de (8.46) son

A= nz’ n > 1 entero,

con funciones propias asociadas

tn
sen (;) asociada a \ = n*/4 con n par,

tn
cos (?> asociada a \ = n*/4 con n impar.
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Ejemplo 8.4.7. Consideramos el problema

{ Y’ + Ay =0, (8.47a)
y(=m) =y(r), ¥ (=m) =y (m), (8.47b)

que ahora tiene condiciones de frontera periddicas. Buscamos sus valores propios (los
valores de \ para los que hay soluciones no triviales).

1. Cuando A\ < 0 las soluciones de la ecuacion diferencial (8.47a) son
y(t) = Aet\/m + Be*t\/m,
de forma que para cumplir (8.47b) debe ocurrir
A= VP 1 BerVIN = gemVIN 4 Be’”\/m,

\/WAe_”\/m — \/WBGW\/m = \/WAe7r\/W — \/mBe_7r A,

Es decir:

A(em™VIN — ™V 1 B(emVIM — VIRl = 0,

A(e™™VIN — emVI) _ B(emVIAl _ e=mVIMY — 0,
Comprobamos que la matriz que define este sistema lineal es no singular, luego la
unica solucion es A= B = 0.

2. Cuando A > 0 las soluciones de la ecuacion diferencial (8.47a) son
y(t) = Acos(tV\) + Bsen(—tV/\),

de forma que para cumplir (8.47b) debe ocurrir

Acos(—mVA) + Bsen(mvVA) = Acos(mVA) + Bsen(—mV/\),
—Asen(—mV\) + Beos(mVA) = —Asen(nV\) + B cos(—mV\),

es decir,

Bsen(mV\) = 0, Asen(nVA) = 0.

La tinica opcion para tener alguna solucion distinta de A = B = 0 es que

sen(mvV/\) =, es decir,
™A =nr

con n > 0 entero; es decir,
A\ =n

Esto nos dice que para cualquier n > 0 entero, el niimero X = n? es un valor propio
de (8.47). Cualquier solucion de (8.47a) con este valor de A es una funcion propia
asociada a A, asi que unos posibles generadores del espacio de funciones propias
son

{sen (tn), cos(tn)} asociadas a A = n*

para n > 1 entero.
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3. Cuando A = 0 las soluciones de (8.47a) son
y(t) = A+ Bt,

que cumplen la condicion de contorno cuando B = 0. Asi que A = 0 es también
un valor propio (simple) con funcion propia asociada 1.

En conclusion, los valores propios de (8.47) son
A\ = n?, n > 0 entero,
con funciones propias asociadas

1 asociada a A = 0,

2

{sen (tn),cos(tn)} asociados a A =n” conn > 1.

Ejemplo 8.4.8. Los polinomios de Hermite son las soluciones no triviales del problema
y' =ty + Ay =0

que cumplen unas condiciones de contorno un poco distintas: son aquellas que crecen
de forma polinomial cuando x — +o00. Escrito en forma autoadjunta el problema es

+2

2
(e"Zy) + Ae 7y = 0.
Ejemplo 8.4.9. Los polinomios de Laguerre son las soluciones no triviales del problema
ty" + (1 —t)y + Ay = 0.

Ejemplo 8.4.10. Los polinomios de Jacobi de tipo («, B) son las soluciones no triviales
del problema

1=ty +(B—a—(a+B+2)t)y + Xy =0.
Ejercicio 8.4.1. Dado L > 0, consideramos el siguiente problema de Sturm-Liouville:

y'+ Ay =0, (8.4%a)
y(0) = y(L) = 0. (8.48D)

Demuestra que los valores propios de este problema son

n?n?

A= T2 n > 1 entero,

y que los espacios de funciones propias estan generados por las funciones

() = sen (”%t) .
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8.4.1. Demostracion del Teorema de Sturm-Liouville

Algunas partes del Teorema 8.4.5 son féciles de demostrar. Ya hemos visto que los
valores propios son reales (Lema 8.4.2), que son simples en el caso de las condiciones
de contorno separadas (Ejercicio 8.2.2), y que funciones propias asociadas a distintos
valores propios son ortogonales (Lema 8.4.4). En realidad la parte mas importante de
la demostracion es el siguiente resultado:

Lema 8.4.11. Existe al menos un valor propio X € R del problema (8.44).

Demostracion. Consideramos el problema de minimizar el funcional

b
Fwi= [ 6/ - a)de
en el dominio
D := {y € C*[a, ] | y cumple (8.44b), (8.44c), lyll2qw) = 1}

Observa que si este problema alcanza un minimo en y € D, este minimo debe cumplir
las ecuaciones de FEuler-Lagrange, lo cual dice precisamente que y es una funcién propia
de (8.44). Lo que vamos a demostrar es que efectivamente alcanza un minimo.

Lo primero que notamos es que F esta acotado inferiormente en D, ya que por la
desigualdad de Poincaré tenemos

7)) > / / > posn / WY~ o / g

2 (Cpmln_Qmax)/ Z/ 2 - ’Cpmln Qmax|/ wy
a

|Cpmin - Qmaxla
min min

donde Pmin, Gmax, Wmin representan los maximos o minimos valores en [a, b] de las fun-
ciones |p|, |q|, |w|. Por tanto podemos considerar una sucesion minimizante (y,),>1; s
decir, una sucesion en D tal que F(y,) — infyep F(y). Para esta sucesion, F(y,) esté

acotado por una constante C, luego

b b q b q
pmm/(y;)QS/ p(Yh)? < F(yn) /IqunSCermm / wy? = C + -2

max wmax

Esto demuestra que fab(y;)2 estd uniformemente acotado para n > 1. Como ff y? <

wi [ " wy? = w_L vemos que la sucesion (yn) esta acotada en H'[a,b]. Por tanto hay

una subsucesion (a la que seguimos llamando (y,)) y una funciéon y, € H'[a,b] tal que

mln’

1. (y,) converge débilmente en H' a v,
2. (y,) converge en L?[a,b] a ys,.

. . b .
Gracias a la convergencia en L?[a,b] vemos que fa wy? = 1. Usando los dos tipos de
convergencia,

Fys) < lim F(y,) = inf F(y).
yeD

n—-+00
Lo tnico que nos falta es ver que y € D. Esto es un resultado de regularidad de
las soluciones de la ecuacion diferencial (8.44a), ya que se puede ver que y cumple la
ecuacion en sentido débil. Omitimos esta parte de la demostracion. O



72 CAPITULO 8. PROBLEMAS DE CONTORNO

Corolario 8.4.12. El problema (8.44) tiene un nimero infinito de valores propios. Las
funciones propias asociadas forman un conjunto ortogonal completo de L*([a,b],w) (el
cierre del espacio que generan es L*([a,b],w)).

Demostracion. Supongamos que so6lo hay una cantidad finita Aq,...,\,, asociados a
las funciones propias ¢, ..., ®,. Consideramos el espacio V' generado por las funcio-
nes ¢, ...,¢,. Como es un espacio cerrado, tiene un complemento ortogonal V' en
L?([a, b], w), que no puede ser vacio porque L?([a, b], w) tiene dimensién infinita. Es fa-
cil ver que L se puede restringir a X := V' ' NDy (con Dy el conjunto de funciones C? que
cumplen las condiciones de contorno), de forma que tenemos un operador L: X — X.
Con un razonamiento muy parecido al del lema anterior podemos ver que L alcanza
un minimo en la esfera unidad de X, que tiene que alcanzarse en una funcién propia
que esté en el espacio X. Hemos encontrado por tanto una funcién propia nueva, lo
que contradice el supuesto de que el conjunto de vectores propios estéd generado por
¢17 SRR gbn

Podemos probar la segunda parte con un argumento parecido: si el cierre del espacio
generado por ¢y,...,¢, no es igual a L*([a,b],w), tiene que tener un complemento
ortogonal no vacio, y por el mismo razonamiento que antes dicho complemento ortogonal
tiene que contener una nueva funcién propia, lo cual es una contradiccion. [

Lema 8.4.13. Los valores propios de (8.44) son aislados.

Demostracion. En caso contrario, hay una sucesion de valores propios A, que convergen
a un punto A € R. Tomemos funciones propias asociadas (¢,),>1, normalizadas con
|0l 22(w) = 1. Como son ortogonales

|Pn — Omll 2wy =1 para todo n # m. (8.49)

Sin embargo, por los resultados de regularidad que hemos mencionado antes, las funcio-
nes ¢, estan uniformemente acotadas en H'[a,b], y por tanto deben tener una parcial
convergente en L?[a, b]. Como las normas en L?[a,b] y L?([a,b], w) son equivalentes, esto
contradice (8.49). O

8.4.2. Relacion con el calculo de variaciones

Los problemas del tipo (8.44) aparecen de forma natural en el estudio de problemas
con restricciones de tipo integral (ver Secciéon 3.3.2). Si consideramos el funcional

Fly) = /ab (PO (1)) — a(t)y(t)?) dt (8.50)
sujeto a la restriccion
/bw(t)y(t)2 dt =1 (8.51)
(con I > 0 dado) entonces la ecuac;l()n de Euler-Lagrange correspondiente es

(py') = —qy — Iy,

donde A € R es también un parametro por determinar. Si consideramos el funcional F
definido en el dominio

D = {y € C*[a,b] | y(a) = y(b) = 0, y se cumple (8.51)} (8.52)
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entonces los puntos criticos del funcional F en D son exactamente las soluciones de un
problema de Sturm-Liouville. Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 8.4.14. Suponemos las condiciones (8.45). El funcional (8.50) alcanza un
minimo en el dominio

D:%yGGMM|M®=ﬂ,m®=oh/uww@F&=1}

Dicho minimo se alcanza en la primera funcion propia ¢, (la asociada al valor propio
mds bajo), normalizada de forma que f: we? = 1, del problema de Sturm-Liouville dado
por

(py') +ay + dwy =0, y(a) =y(b) =0. (8.53)

El valor del minimo es igual al menor valor propio de este problema.

De hecho, el minimo del teorema anterior se alcanza en dos funciones: tanto en ¢,
como en —¢1. Podemos ver de la demostracién que solo se alcanza en esas dos funciones.

Demostracion. Si denotamos por L el operador
Ly = (py')' + ay,

entonces podemos comprobar que para todo y € D tenemos (gracias a las condiciones
de contorno)

Fw) =~ [ voo (.54

Gracias al Teorema 8.4.5 sabemos que podemos encontrar una base ortonormal de
L*((a,b),w) formada por funciones propias del problema (8.53). Denotamos esta base
por B := (¢;)i>0, con ¢; una funcion propia asociada al valor propio A; (ordenados de
manera creciente), de forma que

Lo = —Niwdy, i > 0.
Sea y € D una funcién cualquiera. Podemos escribirla en coordenadas de la base B
como .
y= Z 1i®i
i=0

con f; € R. Usando (8.54) tenemos

b b o] o)
Fly) = —/ y(t)(Ly)(t) dt = —/ (Z m@) L (Z/uaﬁj) dt
a a i=0 =0
00 0 b Joo b 00
=3 s [ Loyt =Y wi [Cwetar= Y i
@ =0 a =0

i=0 j=0

. . Lo b
Como y tiene que satisfacer la restriccion fa wy? =1,

b b 00 2 0 b 00
1= / wy? dt = / w (Z Mi¢i> dt = Z ,uf/ we? dt = Z 13 (8.55)
a a i=0 i=0 a i=0

El menor valor posible de F(y) = > = 7\ sujeto a la restriccion (8.55) ocurre cuando
11 = 1. Este valor se alcanza cuando y = ¢;. O
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Podemos escribir una version un poco mas general de este resultado incluyendo otras
restricciones:

Teorema 8.4.15. Suponemos las condiciones (8.45). Denotamos por (\;)i>o los valores
propios del problema de Sturm-Liouville (8.53), y por (¢i)i>o una base ortonormal de
L*((a,b),w) formada por funciones propias del problema (de forma que ¢; corresponde
a \; para cada i).

Tomemos N > 0 un entero. El funcional (8.50) alcanza un minimo en el dominio

b b
D= {yECl[a,b] | y(a) = y(b) =0, / wy* =1, / w¢jy:0pamj:0,...,N}.
Dicho minimo se alcanza en la funcion propia ¢n1 del problema de Sturm-Liouville
(8.53), y el valor del minimo es igual al valor propio Ay41 de este problema.

Demostracion. La demostracion es exactamente igual que antes: si escribimos una fun-
cion y € D en la base (¢;)i>0, las restricciones implican que

o
Y= Z i @iy
i=N+1

con /1; € R tales que Y77 | uf = 1. Observa que los términos desde i = 0 hasta i = N

desaparecen debido a las condiciones de ortogonalidad ff we;y =0 para j =0,...,N.
Al igual que antes tenemos
Fly) = Z 13 M.
i=N+1

El minimo de esta expresion sujeto a la restriccion > - 41 p? = 1 se alcanza cuando
pn+1 =1, p; = 0 para j > N + 1. Esto corresponde a la funcion ¢n. O

Ejercicio 8.4.2. Calcula el minimo del funcional

en el dominio
p—{yecilu0 =vm =0, [Twra=1}.
0
Calcula también su minimo (si tiene) en los dominios

D, = {y € C'0.7] [0) = u(m) =0, | e =1, / Cy(t)sentdt = o} ,
Du={yec0.al1y0) =ym) =0, [“wora=1 [Tya—of.

Ejercicio 8.4.3. Calcula el minimo del funcional

en el dominio

e 2
D_{yec2[1,e]|y(1>_y(e)_o, / Car=1, / %sen(wlogt)dt—O}.
1

e
1
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Solucién. Para saber si es un problema al que le podamos aplicar el Teorema 8.4.15
tenemos que calcular la primera funciéon propia del problema de Sturm-Liouville
A
(Hy)Y + 5y =0,

es decir,

2y +ty + Ay = 0. (8.56)
Esta es una ecuacién de tipo Euler, que puede resolverse con el cambio s = logt. Si
escribimos z = z(s) = y(t) entonces

1 1 1
r / "o / "
y—zz, y——t—Qz—i—t—Qz,
luego la ecuacion (8.56) queda
2+ A2 =0,
con las condiciones de contorno
2(0) = z(1) = 0.

Sabemos que los valores propios de esta ecuacién son positivos (como en ejemplos
anteriores), y para A > 0 tenemos

2(t) = Acos(tV'A) + Bsen(tV')),
que con las condiciones de contorno implica que
sen(vV/A) = 0,

es decir,
A= n27rQ, n > 1 entero.

El primer valor propio es A\; = 72, y sus funciones propias asociadas son
¢(s) = Bsen(ws).
Deshaciendo el cambio s = logt, la primera funcién propia del problema (8.56) es
Y (t) = Bsen(Alogt).

Por tanto este problema es justo del tipo de los que aparecen en el Teorema 8.4.15, y por
tanto el minimo del funcional se alcanza en la segunda funcién propia 1), normalizada
tal que

‘1
N CORD
Lt
y el valor del minimo es el segundo valor propio, 472.

Ejercicio 8.4.4. Sea D el dominio
D= {y € o] [ 4(0) = y(m) = 0. [ (v(a)dr =5}
Consideramos el siguiente funcional F, definido en D:
Fo) = [ (/@) +30())) do

Demuestra que el funcional F alcanza un minimo global en D, y encuentra todas las
funciones y € D donde lo alcanza.
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Solucién. Para este ejercicio podemos aplicar directamente el Teorema 8.4.14 sobre la
interpretacion variacional de los problemas de Sturm-Liouville. La ecuacién de Sturm-

Liouville asociada es \

A
y”—3y+gy=y”+(g—3)y=0,

con condicion de frontera y(0) = y(m) = 0. Si llamamos u = A/5 — 3, sabemos que las
tinicas soluciones no triviales (funciones propias) se dan para g = n? con n > 1 un
entero, y son miltiplos de y,(z) = sen(nz). Estos valores de u corresponden a

A = 5(n*+3),

que son los valores propios del problema de Sturm-Liouville. El valor del minimo es
por tanto el valor del menor valor propio, obtenido para n = 1: A\ = 20. Este valor se
alcanza en

y(x) = Asen(z),

con la constante A elegida de tal forma que se cumpla la restriccion

es decir,

T 1
5= A2 sen(x de:AQE, luego A=+ —O
2
0

™

Por tanto el minimo se alcanza en dos funciones:

1
y(z) = £4/ —Osenx, x € (0,7
7r

8.5. Un problema de contorno de orden superior: el
problema de la viga

Supongamos que tenemos una viga sujeta por sus dos extremos a dos paredes, y
que esta soportando una cierta carga a lo largo de su longitud. ;Cual es la forma que
adopta la viga bajo el peso?

La deformacion de la viga depende del material del que esté hecha, de la forma exacta
en que esté sujeta en sus extremos, y por supuesto del reparto del peso. Supongamos
que la distancia entre las dos paredes es L, y sea y : [0, L] — R la curva que describe
la viga. Supongamos que los dos extremos de la viga estan a la misma altura (que
suponemos igual a 0, ajustando el eje vertical), de forma que

y(0) =y(L) = 0. (8.57)

El peso que soporta la viga lo describimos por medio de una densidad de carga p = p(z)
tal que f;p(x) dz es el peso que soporta la viga entre los puntos a, b € [0, L]. La forma
que adopta la viga es aquélla que minimice la energia total. La energia total tiene dos
partes: una elastica que tiene que ver con la deformacion de la viga a través de su
curvatura:

L
E. := M/ ly" ()| d.
0
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La constante M se llama mddulo de elasticidad a flexion de la viga. Por otra parte, la
energia potencial viene dada por la altura a la que esta la viga y la densidad de carga

p:
L
Buimg [ ploly(e) de,
0
donde g es la aceleracion de la gravedad. De ahora en adelante ponemos las constantes

M, g = 1 cambiando las unidades, ya que el problema matemaético es el mismo. Asi que
estamos buscando el minimo del funcional

Fly = / " (@) dz + / p(@)y(z) de

entre las funciones y para las cuales tenga sentido, y que cumplan la condicion de
contorno (8.57). De hecho, nos faltan otras condiciones de contorno que especifican
exactamente como esta sujeta la viga a la pared. La viga podria estar empotrada en la
pared de forma que entre de forma horizontal, con lo que tendriamos

y'(0) =y'(L) =0, (8.58)

o podria estar simplemente apoyada en un pivote (por ejemplo, si fuera una estanteria
con libros en lugar de una viga). En ese caso tendriamos

y"(0) =y"(L) =0. (8.59)

Podria ocurrir también que uno de los extremos estuviera libre, por ejemplo el extremo
en r = L, en cuyo caso deberiamos imponer

y"(L) =y" (L) = 0. (8.60)

Supongamos por ahora (8.58). Estamos por tanto buscando el minimo del funcional F'
definido sobre el conjunto

2 :={y € C'0,L]| secumplen (8.57) y (8.58) .} (8.61)

Para hacer el calculo més féacil, supongamos que y es una funciéon de Z donde se alcanza
el minimo del funcional F, y que ademés y € C*[0, L]. No sabemos directamente cuales
son las ecuaciones de Euler-Lagrange en este caso porque el funcional depende también
de ", pero podemos encontrar una condicién necesaria que y debe cumplir con un
razonamiento muy parecido. Sea ¢ una funciéon C*> y con soporte compacto en (0, L).
La variacién de Gateaux de F' en la direccion de ¢ es

5Pl = [ 20 0)¢ @) + plopla)) da,

que integrando por partes da

3Pl = [ o @ela) +plaple) de = [ (200a) + pla))e(o) .
Si esto es cierto para toda ¢ tenemos
2y (z) + p(z) =0 para x € [0, L]. (8.62)

Lo que obtenemos es que y debe cumplir un problema de contorno de cuarto orden, con
las condiciones de contorno (8.57), (8.58).
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Ejemplo 8.5.1. Calculemos la forma que adopta una estanteria bajo un peso unifor-
memente repartido (p(x) = 1), con extremos que estan simplemente apoyados sobre un
soporte. Un minimo de la energia F (si existe) debe cumplir la ecuacion (8.62), que en

este caso es 1

y D (z) = —3 para x € [0, L]. (8.63)
con las condiciones de contorno de tipo apoyo:
y(0)=y(L) =0,  y"(0) =y"(L) =0. (8.64)
Integrando la ecuacion (8.63) con respecto a x vemos que
x
y///(x> — Cl _ 5

Para cierta constante Cy € R. Integrando de nuevo,

2
y”(l') = CQ -+ Cll' — x—

4
La condicion de contorno y”(0) = 0 implica Co = 0, y la condicion y"(L) = 0 implica
L? L
CiL—— =0, luego C;=—. (8.65)
4 4
Integrando de nuevo,
Cl .773
! _ —i 2
y'(z) =Cs+ 5T~ 1g
y finalmente
() = Cy + Oy 4 Shap = & (8.66)
x) = T+ —=x° - —. .
Y 4 3 6 13
La condicion y(0) =0 da Cy =0, y con y(L) = 0 obtenemos
4 L* R L4
Lyt~ e .
CsL + 5 5 luego  Cj 18 2d 18 (8.67)

La solucion final es por tanto

I L, 1,
y(x) = T + 5%~ PrLE (8.68)

8.6. Ejercicios

Ejercicio 8.6.1. Calcula los valores propios y las funciones propias del siguiente Pro-
blema de Sturm Liouville en el intervalo [0, 7]:

y'+ =0 y(0)=y(r)=0. (8.69)
Ejercicio 8.6.2. Sea L > 0. Consideramos el funcional
L L
Flol= [ (" @P +ly@P)ds+ [ y(e) da,
0 0
definido en el dominio

D :={y e c*([0,L]) | y(0) = y'(0) = y"(L) = y"(L) = 0}. (8.70)
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1. Encuentra las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a este funcional.

2. Encuentra una funciéon que sea un punto critico de este funcional (dicha funcion
es de hecho un minimo, como demostraremos mas adelante en la Seccién 12 —
ver Ejercicio 12.6.2).
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Capitulo 9

Series de Fourier

9.1. Serie de Fourier en [—m, 7]

Definicion 9.1.1 (Serie de Fourier). Dada una funcion integrable f : [—m, 7] — R su
serie de Fourier es la expresion

% + Z a, cos(nx) + Z by, sin(nx), (9.1)

n>1 n>1

donde los coeficientes {ay, }n>0, {bn}n>1 vienen dados por

1 ™
Ay = — f(z) cos(nz) dz, (n >0),
" /’f 9.2)

b, = %/W f(z) sin(nz) dz, (n>1),

La lista de funciones que aparecen en la serie (9.1),
{1} U {cos(nzx),sen(nx) | n > 1 entero},

se conoce como base de Fourier en [—m,m]. Son las que obtuvimos como funciones
propias de un problema de Sturm-Liouville en el Ejercicio 8.4.7. Las funciones cos(nz),
sin(nz) corresponden al mismo valor propio, y las hemos elegido de forma que son
ortogonales con el producto escalar usual en L?([—m, 7]):

™
/ cos(nx) sin(nz) dz = 0, (n>1) (9.3)
—T

como puede verse por ejemplo con el cambio de variable x — —x. Las funciones co-
rrespondientes a distintos valores de n son también ortogonales, como sabemos, ya que
son funciones propias correspondientes a valores propios distintos de un problema de
Sturm-Liouville. Es decir,

™

/ " cos(nz) cos(mz) dz — / " sin(n) sin(ma) dz — / cos(nz) sin(ma) dz = 0,

—T -7 —T

paran,m>1 n#m. (9.4)

83



84 CAPITULO 9. SERIES DE FOURIER

También podemos demostrarlo directamente usando por ejemplo las expresiones

cos(nx) cos(mzx) = %(cos((n —m)z) + cos((n + m)z)), (9.5)
sin(nx) sin(mz) = %(cos((n —m)x) — cos((n +m)z)), (9.6)
sen(nz) cos(mz) = %(sin((n +m)z) + sin((n — m)z)). (9.7)

La funcion constante 1/2 es también ortogonal a todas las demas. Por otra parte,

/ " (cos(na))’ de = / " (sin(na))*de =, (9.8)

—T —T

(/i.(%)2dx::g. (9.9)

(como puede verse por ejemplo usando (9.5)). El Teorema 8.4.5 nos dice que las fun-
ciones {1/2,cos(nx),sin(nz) | n > 1} forman una base de L*([r,7]) en el siguiente
sentido:

Teorema 9.1.2. Sea f € L*([—n,7]). Entonces la serie (9.1), con coeficientes dados
por (9.2), converge en L*([—m,7|) a la funcion f:

% + ; a, cos(nx) + ; bpsin(nz) "=5° f en LA ([~ 7). (9.10)
A la inversa, si (9.10) se cumple para ciertos coeficientes {a;}i>0, {bi}i>1 entonces a;,
b; tienen que ser iguales a los definidos en (9.2).

Lema 9.1.3 (Completitud de la serie de Fourier). Sea f: [-m, 7] — R una funcion
integrable. Sv se cumple que

/ f(z)sen(nx)de =0 n > 1 entero,
/ f(z)cos(nz)dz =0 n > 0 entero,

entonces f =0 en casi todo punto de [—m,m|.

Idea de la demostracion. Podemos escribir una aproximacion de la funcién § como

1+ cosx k

que es también una combinacion lineal finita de funciones que aparecen en la base de
Fourier. Como consecuencia, podemos ver que

or*x f=0 en [—m 7,

porque ¢(x — y), para x fijo, también se escribe como combinacion finita de elementos
de la base de Fourier. En el limite (como convergencia en L'[—m, 7]) obtenemos que

F=6%f=0



9.1. SERIE DE FOURIER EN [—m, 7| 85

en casi todo punto de [—m, 7].

(Hay muchas aproximaciones posibles para la funciéon 6 como combinacion de ele-
mentos de la base de Fourier, y cualquiera de ellas da una demostraciéon parecida de
este resultado.) O

Teorema 9.1.4 (Identidad de Parseval). Sea f € L'([—7, 7)) y {a;}i0, {bi}i>1 sus co-
eficientes de Fourier dados por (9.2). Entonces f € L*([—m,7]) si y solo sty oo (|an]|*+
bn|?) < 00, y en ese caso

o

'“"'2 +Z (lanl? + [bul?) / fla (9.11)

Idea de la demostracion. Si f € L*[—x, 7], entonces sabemos por (9.10) que la serie de
Fourier de f converge a f en L?. En particular, la norma de las sumas parciales de la
serie de Fourier de f converge a la norma de f, lo que demuestra (9.11).

Por otra parte, si Y, (Ja,|* + |b,|?) converge, entonces la serie de Fourier de f es
de Cauchy. Como L?|—m, ] es completo, vemos que la serie de Fourier de f converge a
cierta funcion g € L*[—, ], que debe cumplir

/_: f(z)sen(nx)dx = /7r g(z) sen(nx) dz, n>1,

-
™

_ﬂ f(z) cos(nz) dx = / g(x) cos(nx) dz, n > 0.

—T

Se puede ver que esto ultimo implica que f — g = 0 en casi todo punto de [—m, 7|, por
el Lema 9.1.3. Por tanto, f € L*[—m, . O

Ejercicio 9.1.1. Calcula los coeficientes de la serie de Fourier de la funcion f(z) = x
en el intervalo [—m, ].

Ejercicio 9.1.2. ;Son correctas las siguientes afirmaciones?

1. Existe una funcion en L?([—, 7]) cuyos coeficientes de Fourier son a,, = 0 (n > 0),

b,=1/y/n (n>1).

2. Existe una funcion en L?([—, 7]) cuyos coeficientes de Fourier son a,, = 0 (n > 0),
b, =1/n (n >1).

Solucién 9.1.5. 1. Falsa. La sucesion 1/4/n no es de cuadrado sumable, y por tanto
el Teorema 9.1.4 nos dice que no hay ninguna funcion en L?*([—n,7]) con dichos
coeficientes.

2. Verdadera. La funcién es

1
g — sen(nz)
n

n=1

donde el limite se entiende en el sentido de L?([r,7]). Sabemos que esto define
una funciéon en L?([—m,x|) por el Teorema 9.1.4, ya que la sucesiéon 1/n es de
cuadrado sumable.
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9.2. Serie de Fourier en un intervalo general

La serie de Fourier de la Definicion 9.1.1 se aplica a funciones definidas en el inter-
valo [—m,7]. Si queremos representar de la misma forma una funciéon definida en otro
intervalo [a, b] es facil trasladar y reescalar las funciones bésicas que usamos a ese otro
intervalo: las funciones

(TS () ey em

resultan de componer las funciones que hemos usado en (9.1) con la transformacion afin

¢ la,b] — [—m, 7 (9.13)
m(2x —b—a)

o(z) == Pep— € [a, ], (9.14)

que lleva el intervalo [a,b] en el [—m,7]. La serie de Fourier en el intervalo [a,b] es
entonces

% +3 a,cos (””(22:2 — “)) + 3 bysin (””(29;:2 - “)) . (9.15)

n>1 n>1

Es facil ver que los coeficientes tienen que ser

ay = bEa/abf(:v)cos (””(2::2_“)) de,  (n>0),
by = bfa/abf(x)sin (’”(225:2_@)) de,  (n>1).

Ejemplo 9.2.1. El caso en que el intervalo sea [0, L] la serie correspondiente es

ag 2mnx . 2mnx
?—l—Zancos( 7 —nﬂ)—i—ansm( 7 —n7r> (9.17)

n>1 n>1

(9.16)

con coeficientes dados por

2mnx
— >
b—a/ f(x cos( mr) dz, (n>0),

Gy =

(9.18)
b, ::b—a/a f(x)sin( —mr) dz, (n>1).
Observa que
o (B <) < f o CEY e 019

y la igqualdad correspondiente es también cierta para el seno, asi que para simplificar se
suele escribir (9.17) en la forma

_ +Zancos (27rnx) Zb ‘i (27m90) (9.20)

n>1 n>1
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con coeficientes dados por

b
y = %/ f(z) cos (27?:6) dz, (n >0),
by = %/abf(m) sin (27T£Lx) dz, (n>1).

El resultado de la suma es el mismo, ya que lo unico que hemos hecho es cambiar el
signo de las funciones que usamos y de sus coeficientes.

(9.21)

9.3. Series de Fourier en senos y cosenos

Podemos también representar cualquier funcion en [0, 7] como una suma sélo de
senos. La serie de Fourier en senos de una funcion integrable f : [0, 7] — R es la serie

Z by, sin (nx) (9.22)
n>1
con coeficientes

b, = %/Oﬂ f(z)sin(nz) dz. (9.23)

Observa que ahora el intervalo que estamos usando es [0, 7], no [—m, 7]. Por supuesto,
podemos hacer lo mismo en cualquier otro intervalo usando el mismo cambio de variable
que en la seccion 9.2. Puedes ver que la serie (9.22) es la misma que la serie de Fourier
en [—m, 7| de la extension impar de f:

f(z) = sgn(@)f(z]), €[], (9.24)

donde sgn(x) es la funcién signo,

-1 stz <0
sgn(z) =10 sizx=0 (9.25)
1 st x > 0.

Si calculamos la serie de Fourier usual de f en [—m, 7| los coeficientes de a,, se anulan
para todo n > 0, asi que s6lo quedan los términos en b,,, que son

1 [ - 2 [7
b, = —/ f(z)sin(nx) dz = —/ f(z)sin(nz) dz, (9.26)
T - T Jo
lo mismo que en (9.23). Esto demuestra que se cumple un teorema muy parecido al

Teorema 9.1.2:

Teorema 9.3.1 (Convergencia de la serie de Fourier en senos). Sea f € L?*([0,7]).
Entonces la serie (9.22), con coeficientes dados por (9.23), converge en L*([0,7]) a la
funcion f:

> bysin(na) "S5 en L2([0,7]). (9.27)

A la inversa, si (9.27) se cumple para ciertos coeficientes {b;};>1 entonces los b; tienen
que ser iguales a los definidos en (9.23).
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De forma parecida podemos definir la serie de Fourier en cosenos de cualquier
funcion f : [0, 7] — R integrable: es la serie

%o Z a, cos (nx) (9.28)
2 n>1
con coeficientes 5
_2 / F(@) cos(na) dz. (9.29)
™ Jo

La serie (9.22) es la misma que la serie de Fourier en [—m, 7| de la extension par de f:

f(x) == f(lz)), x € [—m, 7. (9.30)
Y por supuesto tenemos también un teorema de convergencia:

Teorema 9.3.2 (Convergencia de la serie de Fourier en cosenos). Sea f € L*([0,7]).
Entonces la serie (9.28), con coeficientes dados por (9.29), converge en L*([0,7]) a la
funcion f:

+ Z an cos(nz) "= f en L*([0, 7). (9.31)

A la inversa, si (9.31) se cumple para ciertos coeficientes {a;}i>o entonces los a; tienen
que ser iguales a los definidos en (9.29).

9.4. Otras representaciones de las series de Fourier

A veces es méas comodo escribir la serie de Fourier (9.1) de otra forma. Usando que

e’LTLJE + efznz 6zn:p _ efznz

cos(nx) = 5 , sen(nzx) = 5 ,
i

la serie (9.1) se puede poner como

Qo .
=3 + Z a, cos(nz) + Z by, sin(nx)

n>1 n>1
THY et Y b
’I’L>]. ’I’L>].
Qg ine 1 . —inx 1 y
:?_i_ze E(an—lbn)—i—ze §(Qn+lbn)
n>1 nz1
a ine 1 ina 1 el
_ ?0 + Z ezmvi(an . an) + Z emx§<a—n + Zb,n) = anelng,;7
nzl n§—1 nez
donde
%(a_n +1ib_,) n <0,
fn = %a07 n="u
%(an — iby) n > 0.
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Es decir: dada una funcion f: [—7, 7] — R, podemos escribirla como

fla) =" fae™, (9.32)
nez
donde los coeficientes fn estan definidos por
o 1 & )
fo= —/ e " f(x)da. (9.33)

2m J_,

La igualdad en (9.32) es cierta en el sentido de la convergencia en L*([—m,7]):

zm: A en L*([—m, 7).

n=—m

Observa que la suma desde —m hasta m es una funcién real, ya que los términos para n
y —n son uno conjugado del otro, y la parte imaginaria se cancela siempre. En realidad,
la serie (9.32) se puede escribir también para funciones complejas f: [-m, 7] — C, y
entonces la convergencia es cierta en el espacio L?([—m, 7], C).

Teorema 9.4.1 (Identidad de Parseval, segunda representacion). Sea f € L'([—,7])
cualquiera. La suma Y, . | fal? es finita siy solo si f € L*([—m,7]), y en ese caso se

tiene . _
D 1l = gf_ f(z)* da. (9.34)

nel

9.5. Series de Fourier y derivadas

Lema 9.5.1 (Serie de Fourier de la derivada de una funcion). Sea f : [—m, 7] = R una
funcion absolutamente continua en |—m, |, con f(—m) = f(m). Se cumple que

(/f’\)n = mfn para todo n € 7. (9.35)

Demostracion. Dado que f es absolutamente continua, su derivada existe en casi todo
punto y f’ € L'([—m,7]). Esto nos permite integrar por partes en la expresion de los
coeficientes de f”:

— 1

Plu=57 [ F@emar= 3 [ fajear=inf,,

donde el término de frontera desaparece debido a la condicion f(—7) = f(mx). O

Definicién 9.5.2 (El espacio de Sobolev Hk). Sea a < b € R. Para k£ > 1 entero
definimos el espacio H*([a,b]) como

H*([a,]) == {f e C"1([a, b)) ) (9.36)

F%*=1 g absolutamente Continua}

y f(k) esta en LQ([CL, b))

Definimos el espacio H,.([a,b]) como

He (0, b) = {f € H*(a,8]) | fO(a) = fO0), j =1,k =1} (937)
Para &k = 0 denotamos

H'([a,b]) = Hp([a, b]) = L*([a, b).



90 CAPITULO 9. SERIES DE FOURIER

El espacio H) ([a, b]) es simplemente el espacio H*([a, b]) con condiciones periodicas
en el borde.

Teorema 9.5.3 (Diferenciabilidad de una serie de Fourier). Seak >0y f : [-7, 7] = R
una funcion integrable. Son equivalentes:

1. Eziste una funcion g € H, ([—m,7]) tal que f = g en casi todo punto de [—m, ).

2. Se cumple que
> 0| ful? < +oo. (9.38)

ne”L

En caso de que se cumpla alguna de las equivalencias anteriores, para 0 < j < k—1 la
serie de Fourier de fU) converge uniformemente en [—7, 7|, y la serie de Fourier de f
se puede deriwar término a término k veces en |—m, 7| (la derivacion término a término
es cierta en todo x € [—m,m| para las k — 1 primeras derivadas; es cierta en casi todo
x € [—m, 7| para la derivada de orden k).

Demostracion. Es facil completar la demostraciéon por inducciéon si tenemos el caso
k = 0,1. Para k = 0, el enunciado es exactamente el del Teorema 9.4.1. Para k = 1,
supongamos primero que f = g en casi todo punto, con g € ngr([—w, 7]). Por supuesto,
los coeficientes de Fourier de f son los mismos que los de g. El Lema 9.5.1 nos dice que

los coeficientes de Fourier de ¢’ son inf,, y como ¢’ € L*(|—,x]) sabemos que
Sl < +oc
nez

Para la otra implicacion, supongamos que esta suma es finita. Esto implica que la serie
de funciones
§ infneznx

converge en L?([—m, 7]) a cierta funcion h € L*([—n,7]), y en particular en L'([—m, 7).
El Teorema H.2.2 sobre derivacion de series de funciones dice entonces que la serie

Z fA einz
n

nez

converge uniformemente a una funciéon g absolutamente continua cuya derivada (en
casi todo punto) es igual a h. Como h € L*([—7,7]), tenemos que g € H'([—m,7]).
Como f(z) = >,z f,e® en casi todo x € [—7, ], tenemos que f = g en casi todo
punto de [—7, w]. S6lo nos queda por demostrar que g cumple g(—7) = g(m), lo cual es

consecuencia de o L
g(=m) =Y JaeT"m =Y fue™™ = g(m). -

nez nez
Teorema 9.5.4 (Diferenciabilidad de una serie de Fourier y sumabilidad de los coefi-
cientes). Sea f :[—m, 7] — R una funcion integrable y k > 0.

1. Supongamos que

> nF|ful < oo (9.39)

nel

Entonces f es igual en casi todo punto a una funcion g € C*([—m, w]) con g (—n) =
g () para todo j =0,... k.
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2. Supongamos que f € HFY([—m, 7)), v que f9(—7n) = f9 () para todo j =
0,...,k. Entonces
an|fn| < +00. (9.40)

neL

Demostracion. Punto 1. Es suficiente probarlo para k = 0, 1, ya que a partir de esto es
facil obtener el caso general por induccion. Para k = 0, el hecho de que ), | fo] < 400
implica que la serie de Fourier de f converge uniforme-absolutamente a una funcion g,
que en particular debe ser continua (ya que es limite uniforme de funciones continuas).
Como el limite de la serie de Fourier de f es igual a f en el sentido de L*([—,n]),
tenemos que f = g en casi todo punto. Observa también que g(—m) = g() por definicion
de la serie de Fourier.
Para el caso k = 1, consideramos la serie de Fourier con coeficientes in fn,

> infue™. (9.41)

Esta serie deberia ser la serie de Fourier de f’, pero no podemos asegurarlo porque
todavia no sabemos que f sea derivable. Lo que si sabemos por hipétesis es que esta
serie converge uniforme-absolutamente, ya que

Z infne®| = Zn|fn\ — 0 cuando k — +o0.

n>k n>k

Por el Teorema H.2.1 de derivacion de series de funciones, la serie de Fourier de f
converge a una funcion C' en [—7, 7] (a la cual llamamos g) y su derivada viene dada
por el limite de la serie (9.41). Por el mismo motivo que antes, f = g en casi todo punto
de [—m, 7. La convergencia puntual de la serie de f y la de f’ en [—7, 7] demuestra que
g(m) = g(—n), ¢ (7) = ¢(—7), ya que €™ = e~ para todo n.

Punto 2. Si f € H*"!([—x,7]) el Teorema 9.5.3 implica que

> P[P < 4o, (9.42)

neZ

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

D=
(SIS

(Z(m + 1)2) . (9.43)

Los dos ultimos paréntesis estdn acotados: el tltimo es una serie sumable y para el
primero podemos usar que

Dol < (Z n*(|n| + 1)2!fn|2>

nez ne’l

n2k(|n| + 1)2 _ n2(k+1) + 2|n|2k+1 + n2k < 4n2(k+1), (944)
con lo que (9.42) demuestra que la serie del primer paréntesis también es sumable. [J

Ejercicio 9.5.1. Completa el paso de inducciéon en la demostracion del resultado an-
terior.
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9.5.1. Para la serie de Fourier en senos

Lema 9.5.5. Sea k > 1, f € H*([0,7]). Definimos la extension antisimétrica de f a
[—7, 7] como

L 049
Entonces f € HY([—m,7]) si y solo si
f9(0) = 0 para todo j par con 0 < j <k — 1. (9.46)
Demostracion. Notamos que para j =1,...,.k — 1,
=20, 720 =0 0). (947)

Esto demuestra que
fJ(rj)(O) :fg)(o)’ 7=0,....k—1, (9-48)

siy solo si (9.46) se cumple. Esto es una condicion necesaria para que f € H*([—,7]).
Por otra parte, si (9.46) se cumple deducimos que f € C*'([-m,7]). Como f*~1
es absolutamente continua en [0, 7] deducimos que f*~1 lo es en [—m, 7], y como
f € L*([0,x]) vemos que f € L*([—m,]). O

Teorema 9.5.6 (Diferenciabilidad de la serie de Fourier en senos y decaimiento de los
coeficientes). Sea k > 1, f : [0,7] — R una funcion integrable y {b, },>1 sus coeficientes
de Fourier en senos. Entonces son equivalentes:

1. f € H*0,7)) y f9(0) = fU)(x) = 0 para todo j par con 0 < j <k —1.

2. Se cumple que
> 0 b,|? < +oo. (9.49)

n=1

Teorema 9.5.7 (Diferenciabilidad de la serie de Fourier en senos y sumabilidad de los
coeficientes). Sea k > 1, f : [0, 7] — R una funcion integrable y {b, }n>1 sus coeficientes
de Fourier en senos.

1. Supongamos que

> nFlb,| < +oo. (9.50)
n=1

Entonces f = g en casi todo x € [0,7] para cierta funcion g € C*([0,7]) con
g9(0) = gV (1) = 0 para todo j par con 0 < j < k.

2. Supongamos que f € H*([0,7]) para cierto k > 1, y que f9(0) = f9(x) =0
para todo j par con 0 < 5 < k. Entonces

> nFlb,| < +oo. (9.51)
n=1
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9.5.2. Para la serie de Fourier en cosenos

Lema 9.5.8. Sea k > 1, f € H*([0,7]). Definimos la extension simétrica de f a [—m, 7]
como

) fx)=f(al),  x€[-mm] (9.52)
Entonces f € H*([—n,7]) si y solo si
£9(0) = 0 para todo j impar con 1 < j <k — 1. (9.53)
Demostracion. Notamos que para j =1,...,k— 1,
D0) = 120),  F0) = (-1 (). (9.54)
Esto demuestra que
0= f90),  j=1... k-1, (9.55)

si y solo si (9.53) se cumple. Esto es una condicion necesaria para que feH* ([—m, 7).
Por otra parte, si (9.53) se cumple deducimos que f € C¥~'([—x, @]). Como f*=1 es
absolutamente continua en [0, 7] deducimos que f lo es en [—m, 7], y como f € L3([0, 7])
vemos que f € L2([—m, 7). O
Teorema 9.5.9 (Diferenciabilidad de la serie de Fourier en cosenos y decaimiento de
los coeficientes). Sea k > 1 y f : [0,7] = R wuna funcion integrable y {an}n>o sus
coeficientes de Fourier en cosenos. Entonces son equivalentes:

1. f € H*0,7]) y f90) = fU(x) = 0 para todo j impar con 0 < j <k — 1.
2. Se cumple que
> nlan)? < +o0. (9.56)

n=0

9.6. Convergencia puntual y uniforme de series de
Fourier

Teorema 9.6.1. Sea f € H'([—7,7]) tal que f(—m) = f(w). Entonces la serie de
Fourier de f converge uniforme-absolutamente a f en [—m, ].

Demostracion. En realidad esto ya lo mencionamos el Teorema 9.5.4, salvo el hecho
de que la convergencia es uniforme-absoluta. Las colas de la serie de Fourier de f en
x € [—m, 7] pueden acotarse usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz: para m > 1,

2 2

S Afalle™ < [ Y n?l ) Sa?) (9.57)

[n|>m [n|>m [n|>m

El dltimo paréntesis es una serie convergente, y el primer paréntesis converge a cero
cuando m — +oo debido al Teorema 9.5.3. O]

Teorema 9.6.2 (Convergencia de la serie de Fourier en cosenos). Sea f € H'([0,7]).
Entonces la serie de Fourier en cosenos de f converge uniforme-absolutamente a f en
[0, 7.

Teorema 9.6.3 (Convergencia de la serie de Fourier en senos). Sea f € H*([0,7]) una
funcion tal que f(0) = f(m) = 0. Entonces la serie de Fourier en senos de f converge
uniforme-absolutamente a f en [0, ).
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9.7. Ejercicios

Ejercicio 9.7.1. Calcula la serie de Fourier en [—7, 7] de la funcion f: [—7, 7] — Ren
cada uno de los siguientes casos:

1. flx)=2, x¢€[-mmnl.
2. f(x)=|z|, z¢€l-mmn].
3. f(x) =—1para —7 <2 <0, f(x) =1para 0 <z <.
Ejercicio 9.7.2. Consideramos la funcion f: [0,7] — R, f(z) = « para z € [0, 7].
1. Calcula su serie de Fourier en senos.
2. Calcula su serie de Fourier en cosenos.
Ejercicio 9.7.3. Calcula la serie de Fourier de la funciéon f(z) = 22, definida en [—7, 7].
1. Demuestra que la serie de Fourier de f converge uniformemente a f en [—m, 7.

2. Evaluando la serie para x = 7 calcula el valor de

oo

1
oy (9.58)
n=1
Dicho valor es la funciéon zeta de Riemann evaluada en z = 2, normalmente

denotado por ((2).



Capitulo 10

La ecuaciéon de ondas

10.1. Derivacion de la ecuacion

La ecuacién de ondas es una ecuacion en derivadas parciales que sirve como modelo
para el comportamiento de ondas de muchos tipos. Se aplica por ejemplo a la propa-
gacion de ondas de sonido en el aire, de vibraciones en una cuerda tensa o de ondas
electromagnéticas, y es una ecuacion basica que forma parte de muchos fenémenos mas
complicados. El caso que vamos a estudiar en esta secciéon es uno de los més sencillos:
las vibraciones en una cuerda.

Supongamos que tenemos una cuerda sujeta por sus dos extremos a dos puntos
fijos que estan separados por una distancia L. Suponemos que la cuerda esta tensa,
de forma que cuando esta en equilibrio describe una recta entre sus dos extremos.
Puedes imaginar por ejemplo la cuerda de una guitarra. En cierto momento separamos
la cuerda de su posicion de equilibrio y la soltamos (por ejemplo, punteando la guitarra),
y queremos saber cual es el movimiento que describe. Si describimos la cuerda segtn la
mecanica clasica (que es suficiente para lo que vamos a hacer) entonces su movimiento
viene determinado por las leyes de Newton. La dificultad es que el nimero de particulas
que conforman la cuerda es muy grande y no podemos calcular las fuerzas que acttian
sobre cada una de ellas y escribir una ecuaciéon diferencial para cada una. Aqui es muy
util el principio variacional en mecanica que estudiamos en la seccion 7: las leyes de
Newton son equivalentes a las ecuaciones de Euler-Lagrange de un problema variacional
asociado. De acuerdo con este principio, para calcular las ecuaciones del movimiento
tenemos que calcular la energia potencial U y la energia cinética 1" de la cuerda, y luego
escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes al funcional L =T — U.

Empecemos por describir la posicion de la cuerda como una funcion y : [0, 400) X
[0,L] — R, de manera que la forma de la cuerda en el momento ¢ es la grafica de
la funcién = — y(t,z), con t fijo. Visto de otra forma, la trayectoria que describe la
particula x viene dada por la curva t — y(t, z), con x fijo. Elegimos las coordenadas de
forma que los extremos estén fijados en (0,0) y (L,0), asi que

y(t,0) =y(t, L) = 0.

La energia cinética es facil de escribir: es la suma de la energia cinética de cada particula:

T = % /0 (Oy(t, 2))? da, (10.1)
95
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donde m es la densidad de masa de la cuerda (en kilos por metro, por ejemplo). Para
la energia potencial vamos a despreciar la gravedad (para el ejemplo de la guitarra, las
cuerdas vibran igual independientemente de si la guitarra esta de pie o tumbada). Sélo
vamos a tener en cuenta la energia potencial elastica de la cuerda, que suponemos que
es el efecto mas importante. La energia potencial depende de como de estirada esta la
cuerda. Si la cuerda estuviese recta, entonces la energia potencial seria
Loy

U= §K L7, (10.2)
que es la expresion de la energia potencial de un muelle estirado a una longitud L con
constante de restituciéon K. Pero la cuerda no esta recta, asi que debemos aplicar esto
localmente en cada secciéon pequena de la cuerda. La distancia ¢ entre la particula que
esta en (x,y(z)) v la que esta en (x + h,y(x + h)) es

= (y(t,x +h) —y(t,z))* + h? (10.3)

fl_z: (y(t’“h,i_y(t’x)f

Si consideramos el segmento de cuerda entre x y x + h su energia es por lo tanto
proporcional a

+ 12 (0y(t,x))* + 1. (10.4)

g?
h?

y la energia elastica total es proporcional a

= (Qpy(t,2))* + 1, (10.5)

/0 ((Qey(t,x))* +1) da. (10.6)

Como podemos elegir el punto cero de la energia potencial (podemos anadirle o quitarle
una constante si queremos), usaremos

U= g /0 (Bpy(t, x))* du, (10.7)

donde k es la densidad de energia eldstica de la cuerda (por ejemplo, en julios por
metro). De (10.1) y (10.7) obtenemos al final que

rov=" /0 (@uylt. ) o — & /0 Dyt 2))? da. (10.8)

Tenemos entonces un funcional que depende de una funciéon y : [0, +00) x [0, L]. Podemos
escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes como vimos en la seccion 1.
Escribimos el funcional como

Fly=T-U = /0 F(t,z,y(t,z),0wy(t,x),0py(t,x))dt (10.9)

donde F' es la funcion
F(t T z U)) _ng - —ka
y Uy Yy 2y 2 92 .
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Sabemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange son
Oy F = diviee) (ViwF) | (10.10)

donde las derivadas de F' estan siempre evaluadas en (¢, x, y(t, x), Owy(t, z), Ozy(t, x)). Si
escribimos la ecuacion completamente, esto es

Oy F(t,x,y(t,x), Oy(t, x), Opy(t, x))

= div,g) (V(ZM)F(t,a:,y(t,a:),@ty(t,x),axy(t,x))) . (10.11)

Vamos a calcular esto: para empezar, 0,F' = 0, asi que el miembro izquierdo de (10.10)
es 0. Para el miembro derecho necesitamos

0.F =mz, Ol = —kw, (10.12)

luego
ViwE = (mz, —kw) (10.13)

y evaluando en el punto adecuado,
v(z,w)F(ta X, y(ta $), aty(t7 l‘), ayy(t7 l‘)) = (maty(ta IL‘), _kaxy(ta IL‘)) (1014)

Calculamos su divergencia:

diV(tw) (V(Z,W)F(t’ xz, y(t7 l’), aty(tv J}), aﬂcy(ta :L‘)))
= div(,,) ((maty(t, z), —kdyy(t, x))> = muy(t, ) — kdpy(t,z). (10.15)

Por tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al funcional F =T — U son
mOuy(t, x) = kO y(t, x), (10.16)
o escritas de forma més compacta,
mOyy = kOpzy. (10.17)

La ecuacion en derivadas parciales (10.17) se conoce como ecuacion de ondas. En esta
seccion queremos ver si es posible resolverla y obtener informaciéon sobre el comporta-
miento de la cuerda.

Podemos hacer un razonamiento muy parecido en dimensiones mayores. Por ejem-
plo, en dimension 2 consideramos una membrana sujeta en los bordes de una regiéon
acotada Q2 C R? (imaginamos la membrana de un tambor), descrita por una funcién
y: [0, +00)x]Q — R de forma que y(, ) es la altura sobre la posiciéon z € Q en tiempo
t. La energia elastica de un trozo pequeno de la membrana es proporcional a su area, y
haciendo un calculo como el de antes no es dificil llegar a que y debe cumplir

mouy = kAy, (10.18)

donde Ay = Zle 8;3/ es el Laplaciano de y.



98 CAPITULO 10. LA ECUACION DE ONDAS

10.2. Propiedades basicas
Vamos a estudiar con mas detenimiento la ecuacion en derivadas parciales
oy = Ay, (10.19)

donde la incégnita y = y(t, x) es una funciéon que depende de t € I, z € 2, con [ C R
un intervalo abierto y €2 un dominio de R?. Normalmente decimos que t representa el
tiempo, y que x representa el espacio. Decimos que la ecuacion esta planteada en (2
cuando queremos destacar el dominio €2, y decimos que esta planteada en dimension d
para destacar que Q C R (por ejemplo, en la secciéon anterior obtuvimos la ecuacion
(10.17), que esta planteada en dimension 1).

Las condiciones naturales a imponer son las condiciones iniciales

y(0,2) = g(x), Ow(0,x) = h(x), x € €, (10.20)

donde g, h: 2 — R son funciones dadas. Normalmente imponemos también la condicion
de frontera
y(t,x) =0, tel, x e (10.21)

Concepto de solucion Aunque el concepto de solucion de la ecuaciéon es bastante
obvio por ahora, es bueno enunciarlo explicitamente. Para las EDPs en general hay
varios tipos de soluciones (mas adelante veremos por ejemplo soluciones débiles) y es
importante destacar que por ahora estamos trabajando sélo con soluciones cldsicas:

Definicién 10.2.1. Sea I C R un intervalo abierto, Q C R¢ un abierto. Una solucion (o
solucion cldsica) en I x €2 de la ecuacion de ondas (10.19) es una funcion y: I x Q2 — R
de clase C? en I x €, tal que

Ofy(t,x) = Ay(t, r) para todo (t,x) € I x .

Decimos que una solucién y de (10.19) cumple la condicién inicial (10.20) cuando 0 € I,
las funciones y, d;y tienen una extension continua a (I U {0}) x  (a las que llamamos
también y, 0,y), v dicha extension continua cumple (10.20).

Decimos que una solucién y de (10.19) cumple la condicion de frontera (10.21)
cuando ¥ tiene una extensién continua a I x 0 (a la que llamamos también y), y dicha
extension continua cumple (10.21).

A veces consideramos la ecuacion md?y = kAy con ciertas constantes m,k > 0,
o ecuaciones similares. La definiciéon de solucién es la misma en cada caso, con las
modificaciones evidentes.

Principio de superposiciéon Una de las caracteristicas més importantes de la ecua-
cion (10.19) es que es una ecuacion en derivadas parciales lineal. Esto quiere decir que
si Y1, Yo son soluciones de (10.19), entonces Ay; es también una soluciéon para cualquier
A € R, y la suma y; + y2 es también una solucion.

Soluciones particulares Hay muchas soluciones sencillas de la ecuacion (10.19). Si
I C R es cualquier intervalo abierto y 2 C R? es un abierto entonces cualquier funcién
afin en (¢,z) definida en I x 2 es solucion.
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Reversibilidad La ecuacion (10.19) es reversible en tiempo: si y es una solucion en
I x €, entonces

z(t,x) == y(—t, x)

es una solucion en (—1I) x €. Si pensamos en la solucion y como en una “pelicula” que
muestra el comportamiento de la onda, el cambio t — —t corresponde a “reproducir la
pelicula hacia atras”. El hecho de que también es solucién significa que el proceso que
vemos al invertir el tiempo es también un proceso fisico posible. Mas adelante veremos
ecuaciones donde esto no es cierto, como la ecuaciéon del calor.

Traslacion en tiempo La ecuacion de ondas (10.19) es auténoma: no tiene coefi-
cientes que dependan de t. Gracias a eso es facil ver que si y es una soluciéon en I x €2,
entonces para cualquier 7 € R la funciéon

z(t,x) =yt —7,7)

es solucion en (I + 7) x €. Esta solucion es una traslacion en tiempo de y.

Cambio de escala Si y es una solucion de (10.19) en [ x €2, entonces

z(t, x) := y(\t, pux)

es una solucion de la ecuacién

pro?z = N2Az

)
particular que para encontrar soluciones de la ecuacion

en (1) x (iQ) Este tipo de cambio de variable se llama cambio de escala. Observa en

moty = kAy

con m, k > 0 constantes, es suficiente hacerlo para m = k = 1, ya que siempre podemos
reducirnos a este caso con un cambio de escala.

10.3. Soluciones en R: formula de d’Alembert

Vamos a buscar soluciones de

Oty = 0%,  (t,z) € R? (10.22a)
y(0,z) = g(x), r €R, (10.22b)
0w(0,2) = h(z), r€R (10.22¢)

en R x R, donde f,g: R — R son funciones continuas dadas. Para esto hay una idea
que consiste en escribir

ato - 8§y = (at + 8x)(at - ax)y = (at - aﬂc)(&ﬁ + ax)y
Esto nos sugiere que las funciones que cumplan

(0,4 0:)y=0 o bien (0 —0p)y =0
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son también soluciones de la ecuacién de ondas. Dichas funciones son féciles de encon-
trar: son aquellas de la forma

y(t,x) = F(x —t) obien  y(t,z) =Gz +1),

donde F,G son funciones que tomamos de clase C? (para asegurarnos de que y es una
solucion de la ecuacion de ondas). Estas soluciones son ondas viajeras: son funciones
que tienen siempre la misma forma, para t fijo, y que se mueven trasladandose hacia la
izquierda o hacia la derecha. Como la ecuacion de ondas es lineal, la funcion

y(t,z) = F(x —t)+ G(z + 1)

es también una solucion. Para resolver (10.22) nos falta encontrar F, G adecuadas de
forma que se cumplan (10.22b) y (10.22c). Es decir,

F(z) + G(z) = g(x), —F'(z) + G'(x) = h(x), reR

Integrando la segunda ecuaciéon obtenemos

Por tanto,
yit,x) =F(z —t)+ Gz +1t) = %(g(:r—t)+g(x+t))—I—%(H(aﬂ—t)—H(x—t))

T+t
= %(g(:p—t)+g(x+t))+%/w h(7)dr.

—t

Esta tltima expresion se llama formula de d’Alembert. Puedes comprobar el siguiente
resultado:

Proposicion 10.3.1 (Formula de d’Alembert para la ecuacion de ondas). Sean g, h: R —
R con g de clase C?, h de clase C'. La funcion y: R x R — R definida por

x+1

y(t,z) = %(g(:c —t)+glx+1))+ % /_t h(r)dr, (t,x) eRxR

es una solucion de (10.22).

10.4. Separaciéon de variables en dimensiéon 1

Se conoce como método de separacion de variables a la idea de buscar soluciones
particulares de una ecuacion en derivadas parciales que sean de la forma

y(t, z) = ¢(t)ih(x). (10.23)
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Intentemos buscar soluciones de esta forma para la ecuacion de ondas (10.17), supo-
niendo como antes que los extremos estan fijos:

y(t,0) = y(t,L) = 0. (10.24)
Si sustituimos (10.23) en (10.17) obtenemos
me" (t)i(x) = k()" (z) (10.25)

asi que (al menos en los puntos (¢, ) donde ¢(t) # 0, ¥ (z) # 0)
(b//(t) w//(:c>
=k .
o) )

Los dos miembros de esta ecuaciéon dependen de variables distintas, asi que tienen que
ser constantes. Encontramos entonces que

m¢"(t) = =Ao(t), ki'(z) = —M(z) (10.27)

para cierta constante A que no conocemos (el signo negativo es arbitrario; esta para
simplificar unb poco los calculos que vamos a hacer después). Por otra parte la condicion
de contorno (10.24) implica que

(10.26)

¥(0) =¢(L) =0. (10.28)

Vemos entonces que v satisface un problema de contorno de segundo orden. Por su-
puesto, estamos interesados en las soluciones no triviales de la ecuaciéon de ondas, asi
que s6lo nos interesan las soluciones 1 que no sean siempre 0. Este problema es pre-
cisamente un problema de Sturm-Liouville; es uno de los casos més sencillos y puede
resolverse explicitamente. Las tinicas soluciones no triviales posibles son

Un(x) = Csin (—sz) , (10.29)
para cualquier n > 1 dado, asociadas respectivamente a
km?n?
A= 72 (10.30)
Para estos valores de A las soluciones ¢ que satisfacen (10.27) son
k mnt k mnt
t)y=A —— B, si —— 10.31
On(t) ncos( mL>+ nsm( mL)’ (10.31)

donde A,,, B, son constantes reales libres. Resumiendo lo anterior, hemos encontrado
la siguiente familia de soluciones de (10.17):

k mnt k mnt
y(t,z) = sin (%) (An cos < E%) + By, sin ( E%)) : (10.32)

Estas soluciones se llaman a veces modos de vibracion de una cuerda. Observa que la
frecuencia (en tiempo) de estas soluciones es nw, donde

vk
w.—m.

En particular, todas las frecuencias son un multiplo entero de la frecuencia fundamental
w.
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10.5. Separaciéon de variables en dimensiéon 2

Podemos intentar la misma idea para la ecuacion (10.18) en dimension d > 2.
Suponiendo que y(t,z) = ¢(t)y(z) (ahora con x € §2) obtenemos

mg"(t) = —A(t), kA =~

La segunda ecuaciéon es un tipo de “problema de Sturm-Liouville para una ecuaciéon
en derivadas parciales”. No tenemos soluciéon explicita para un dominio general €2 pero
sigue siendo cierto un resultado analogo al Teorema 8.4.5: el conjunto de A € R para
los que existe una solucion de kAy = —\i (los valores propios) forman una sucesion
discreta que tiende a +o00, y si tomamos una base de cada espacio propio obtenemos
una base de Hilbert de L?*().

Un caso en el que si podemos encontrar la solucién es aquel en el que € es un

cuadrado en R?. Si tomamos
Q:=(0,L) x (0,L)

podemos buscar soluciones explicitas en variables separadas de la ecuacion

Oty =Ay,  (t,x) € R x (0,L)? (10.33a)
y<t7 L1, 0) = y(t7$1> L) = 07 T € [Oa L]? (1033b>
y(t,0,29) = y(t, L,x9) = 0, xy € [0, L. (10.33c)

Buscamos soluciones particulares de la forma

y(t, v1, 02) = Q)1 (w1)h2(72).

La ecuacion (10.33a) se traduce en

¢ ()11 (w1)a(22) = G(t)) (21)ha(2) + G() 1)1 (1)1 (22).

En los puntos donde no se anulan ¢(t), ¢ (1), %2(22) tenemos

) _ Uil | )
o(t)  r(x1)  ha(xa)

Esto nos dice que deben existir constantes A, u € R tales que
¢"(t) = —Ag(t),

{(@1) = —papy (1),
5(79) = —(A — )2 (2).

Las condiciones de frontera (10.33b)—(10.33¢) se traducen en
P1(0) = 1 (L) = 12(0) = ¢(L) =0,

y por lo tanto las funciones 1)1, 15 son solucién de un problema de Sturm-Liouville, pre-
cisamente el problema del ejercicio 8.4.1. Sabemos entonces que las tinicas posibilidades
son

H=
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para enteros m,n > 1. Es decir,

2,2 2 2 2
P N Gl o
L2 L2

Las funciones propias correspondientes son (salvo una constante multiplicativa)

Y1 (z1) = sen (TN;%) :
o(x2) = sen <m7er2>

Y la funcién ¢ correspondiente a m,n es

¢(t) = sen (%W) :

Las soluciones finales que obtenemos son entonces

B mtvm? + n? nmwry MT Lo
y(t,x1,29) = sen | sen {7~ )sen{——).

Observa que la frecuencia en tiempo de la funcién anterior es

N
2L ’

La frecuencia fundamental (la mas baja) es (Lyv/2)~', y no es cierto que las otras fre-
cuencias (los armonicos) sean multiplos enteros suyos.

Ejercicio 10.5.1. Dados Ly, Ly > 0, encuentra las soluciones en variables separadas
del problema

d}y = Ay, (t,z1,22) € R x (0, L1) x (0, La),
y(ta X1, O) - y(ta Xy, L2) - 07 T S [07 LIL
y(t,0,22) = y(t, L1, z2) =0, xy € [0, Lo,

definidas en R x [0, L;] x [0, Lo].

10.6. Problema de valores iniciales para la ecuaciéon
de ondas

Hemos encontrado algunas soluciones de la ecuaciéon de ondas, pero el problema que
nos gustaria resolver en general es el siguiente: si conocemos el estado de la cuerda en
cierto momento, ;podemos predecir cual serd en momentos posteriores? Esto se conoce
como problema de valores iniciales o problema de Cauchy. Dado que estamos calculando
la evolucién en tiempo de un sistema fisico que sigue las leyes de Newton es razonable
pensar que necesitamos conocer la posicion y velocidad iniciales de cada una de las
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particulas que lo forman. Con la interpretacion que haciamos al principio, necesitamos
conocer la posicién inicial de cada particula,

f(z) :==y(0,z), xz € [0, L], (10.34)
y la velocidad inicial de cada una,

g(x) == 0w (0, z), xz € [0, L]. (10.35)

Dadas estas dos funciones f, 9 . podemos encontrar una soluciéon de la ecuacion de ondas
que cumpla (10.34)-(10.35)? Esta es la pregunta que intentamos contestar ahora.

Las soluciones particulares (10.32) que hemos encontrado cumplen

™me
y(0,2) = A, sm< - ) (10.36)
k m™n . /Tnx

Usando el principio de superposicion podemos obtener muchas otras soluciones a par-
tir de éstas: cualquier combinacion lineal de ellas es también una soluciéon. Pongamos
nombre a algunas de estas soluciones:

. (T k mnt
Yn(t, x) ;= sin (T) cos ( ET) ) (10.38)

k mnt
zn(t, ) = sin (%) sin < E%) : (10.39)

Si consideramos por ejemplo

k k
= Awyn(t,2) + > Buza(t,z) (10.40)
n=1 n=1

entonces y es una solucién que cumple

k
=3 A,sin (?) , (10.41)
n=1

k
0w (0, x) [Z % n S (sz> . (10.42)

Sabemos que podemos aproximar cualquier funcién por medio de sumas como las ante-
riores: lo que necesitamos es encontrar la serie de Fourier en senos de las funciones f, g.
Tenemos también que tener cuidado al pasar al limite, ya que en realidad necesitamos
considerar la suma de una cantidad infinita de soluciones, y demostrar que es también
una soluciéon. Esto es lo que hacemos en el siguiente resultado:

Teorema 10.6.1. Sea L > 0, f € H3([0,L]), g € H*([0, L)) tales que f(0) = f(L) =
17(0) = f"(L) = g(0) = g(L) =0, y sean b, ¢, los coeficientes de sus series de Fourier

en Senos. o
f=3 bysin (WLE) , . sin (7””) . (10.43)
n=1

||M8
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(La igualdad se entiende como limite en L*([0, L]).) Entonces el problema

Oy = Oy, (t,z) € (0,400) x (0, L)
y(0,z) = f(z), x€(

aty(()?x) = g(l‘), 2SS (
y(t,0) =y(t,L) =0, t €0, +00)

10.44
10.45
10.46
10.47

S— N N N

tiene una solucion dada por

= cnL
= anyn (t,x —|—Z—zn t,x) (t,z) € R x [0, L]. (10.48)

(Las funciones y,, z, se definieron en (10.38), (10.39).)

Demostracion. Lo primero que debemos hacer es probar que la serie (10.48) converge
puntualmente, y que su limite y es una funcién de clase C? en [0, +00) x [0, L]. Para
esto usamos el Corolario H.2.4 sobre derivacion de series de funciones: comprobamos
que

TLL mn
bagt ) < buls | 2L )| <ol s (10.49)
™m n
Gracias al Teorema 9.5.7 sabemos que
D 0oy < 400, ) nfen| < +o0, (10.50)
=1 n=1

lo cual junto con (10.49) implica que la serie que define y es uniformemente convergente
en R x R (aunque en la definicion de y solo se menciona el conjunto R x [0, L]). De
forma parecida podemos acotar las derivadas de cada uno de los términos de (10.48):

k
<1/ =leal, 10.51
<y Zeal (1051)

lo cual demuestra de nuevo usando (10.50) que la serie de la derivada 0, término a
término converge uniformemente en R x R. De forma parecida obtenemos que para
cierta Cy > 0 independiente de n,

™ cn L
bnax nta S_bna n_ax nta
[0n0syn(t, )] < —1bn] —Oun(t, )

|0, 0%yn (t, 2)| < Cyn?|by|, n>1, (10.52)
cenl
%8 zn(t, )| < Conleyl, (10.53)

para toda derivada parcial 0* de orden menor o igual que 2. Deducimos usando (10.50)
que la serie de las derivadas término a término convergen uniformemente, para todas
las derivadas parciales de orden menor o igual que 2. El Corolario H.2.4 nos asegura
entonces que y es una funciéon de clase C* en R x R, y en particular en R x [0, L].
El Corolario H.2.4 también asegura que podemos calcular las derivadas parciales de
y derivando la serie término a término, por lo que y es una soluciéon de la ecuaciéon
en derivadas parciales. La funciéon y cumple la condicién inicial en todo punto por
el Teorema 9.6, y puede comprobarse directamente que cumple la condicion y(¢,0) =
y(t, L) = 0 para todo t € R. O
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10.7. Ejercicios

Ejercicio 10.7.1. Si u = u(t, ) es una solucion de la ecuacion de ondas definida en
R x R que ademas cumple que

u(t,z) = —u(t, —x), teR x>0, (10.54)

demuestra que u restringida al conjunto R x [0, +00) es solucion del problema

(10.55)

O*u=0*u en R x (0,+00)
u(t,0) =0 parateR.

Ejercicio 10.7.2. Sea u es una solucion de la ecuacion de ondas en [0,4+00) x R con
datos iniciales f, ¢g:

O?u=0*u en (0,+00) x R
u(0,z) = f(z) paraz€R. (10.56)
Owu(0,2) = g(x) parax € R.

Supongamos que f, g son funciones en C*(R) con soporte contenido en [—1, 1]. Demues-
tra que para cada t > 0 la funcion x — u(t, x) tiene soporte contenido en [—1 —1¢,1+1].

Ejercicio 10.7.3 (Equiparticion de la energia). Sea u = wu(t,z) una solucion de la
ecuacion de ondas en [0, +00) X R con datos iniciales f, g:

Otu = 0?u en (0,+00) xR
uw(0,z) = f(z) paraz € R. (10.57)
Owu(0,z) = g(xz) paraz € R.

Supongamos que f, g son funciones C? con soporte compacto definidas en R. Definimos
la energia cinética T'= T'(t) y la potencial U = U(t) como al principio de la seccion 10.
Demuestra que

1. T(t) + U(t) es una constante independiente de ¢, para todo ¢ > 0,
2. T(t) = U(t) para todo t suficientemente grande.

Ejercicio 10.7.4. Estamos intentando construir un instrumento de cuerda con cuerdas
de un cierto material, con una tension fija. Ajustamos la tension de forma que una cuerda
de 50 centimetros de longitud produce un sonido que fijamos como la nota La. ;Qué
longitud deben tener otras seis cuerdas para completar toda la escala desde Do hasta

Si?



Capitulo 11

Las ecuaciones de Laplace y Poisson

La ecuacion de Laplace es la ecuacion en derivadas parciales
Au = 0, (11.1)

normalmente planteada en un abierto Q C R? En muchas situaciones es natural im-
poner alguna condicién en la frontera del abierto Q (a no ser que = R?). Una de las
mas comunes son las condiciones de frontera de tipo Dirichlet,

ul,, =9, (11.2)

donde ¢ es una funcién dada, definida en 0f2. La correspondiente ecuacién con una
funcion f a la derecha,

Au=f (11.3)

se llama ecuacion de Poisson. A la funcion f la llamamos a veces término de fuente. A
continuaciéon precisamos lo que entendemos por solucién de este problema:

Definicién 11.0.1. Sea Q C R? un abierto, g: 9Q — Ry f: Q — R funciones conti-
nuas. Una solucidn cldsica (o simplemente solucion) de la ecuacion de Poisson

{Au:f en €,

(11.4)
u=g en 0f)

es una funcion u € C%(Q) N C(Q) que satisface (11.4).
En particular, cuando 2 = R? no hay frontera y una solucién es simplemente una

funcion en C?(R?) que cumple Au = f en R%.

Forma variacional de la ecuaciéon de Laplace Consideramos el problema de mi-
nimizar el funcional

F(u) := / |Vu(x)|? d,
Q
definido en el dominio
D:={uel(Q)NCQ)|ul|,, =g}

Podemos escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes, que en este caso
son

2div,(Vu(x)) =0 en €,

107



108 CAPITULO 11. LAS ECUACIONES DE LAPLACE Y POISSON

es decir,
Au(z) =0 en ).

Los puntos criticos de este funcional satisfacen precisamente la ecuacién de Laplace.

11.1. La ecuacion de Laplace

11.1.1. Propiedades basicas
Linealidad. Invarianza por movimientos rigidos. Soluciones particulares.

Proposicion 11.1.1. Sea 2 C C un abierto. Si f: Q@ — C es una funcion holomorfa
en ) entonces sus partes real e imaginaria u := R(f), v := I(f) cumplen

Au=Av=0 enQ. (11.5)

11.1.2. Solucién fundamental

Como la ecuacion de Laplace es simétrica por rotaciones, tiene sentido buscar una
soluciéon que tenga el mismo tipo de simetria. Si suponemos que u es de la forma

u(x) = P(lz))

podemos encontrar la ecuacion que debe cumplir ¢. Tenemos, denotando |z| = r, y
parat=1,...,d,

0,,u(z) = w'<r>|‘§—"|7
2 o x? / 1 / x?
0z, ulx) = 9" (r) IR (r)m —/(r) iR

Sumando desde ¢ = 1 hasta i = d,
Au(r) = () + L),
La ecuacion de Laplace implica por tanto que
W)+ R0 = 0,
que podemos resolver escribiendo ¢ := v’ para obtener
d(r) = Cexp(—(d—1)logr) = Cr=4=b,

y finalmente

K|z|7(4=2) para d # 2,

= Kr~(d=2) —
vir) " =) K log |x| para d = 2,

donde K € R es una constante. La soluciéon que hemos encontrado es diferenciable en
todo R menos en z = 0. En realidad, el mismo razonamiento nos sirve para ver que
no hay otras soluciones con simetria rotacional: todas tienen una singularidad en z = 0
(salvo la solucion trivial u = 0). Se suele hacer la siguiente eleccion de la constante K,
por el motivo que vamos a ver en la siguiente seccion:
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Definicién 11.1.2. Sea d > 1 un entero. La funcién

1 j.-(d-2) d 49
PR\ {0} >R, W(x) = @Dl para d # 2,
— 35 log |z| para d = 2,

(donde wq denota la superficie de la esfera unidad en R?) se llama solucion fundamental
de la ecuacion de la Laplace. A veces denotamos la constante de la expresion anterior
por Ky,

1

Kd _ m para d 7£ 2,
1

para d = 2.

Tor

11.1.3. Armonicos esféricos en R?

En lugar de buscar soluciones invariantes por rotaciones, podemos buscar soluciones
de la ecuaciéon de Laplace en variables separadas, considerando coordenadas radiales.
El caso méas conocido es el de R3, donde podemos considerar las coordenadas esféricas
(r,0,¢) (Seccion B.4), y buscar una funcién armonica de la forma

u(z) = R(r)0(0)2(y). (11.6)

El caso de la seccion anterior, donde hemos encontrado la soluciéon fundamental, co-
rresponde a tomar © = ® = 1; hemos visto que en ese caso las tnicas soluciones son
R(r) = Cy 4+ Cy/r, y de entre ellas las tinicas arménicas en todo R? son las constantes
(el caso Cy = 0).

El laplaciano en coordenadas esféricas se escribe (ver Seccion B.4.1) como

1

1 1
Au — ﬁar (r28ru) + ————=0pu + ————0,(sen pd, u).

r2(sen ¢)? r2sen

Si u es una funciéon arménica en R?, usando (D.1) tenemos que

0=Au= @@%ar (r*R') + R@WZW@” + RO Senw&p(sen p®).
Multiplicando por 72/(RO®) tenemos
0=Au= %@ (r’R') + é(senl@)Q 0"+ é@%(sen o).
Por tanto, para cierto A € R,
(r*R)" = AR, (11.7)
ém "+ é@@w(sen ©®') = A (11.8)

Las funciones Y (0, ¢) = ©(0)®(¢) que resuelven la ecuacion (D.3) se llaman armdnicos
esféricos.
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11.2. La ecuacién de Poisson en R

11.2.1. Solucién de la ecuacion de Poisson en R?

Usando la solucion fundamental de la ecuacién de Laplace podemos encontrar una
solucion del problema de Poisson

Au=f en RY,

con f una funcién dada. La solucién fundamental ¥ cumple AW = 0 en R?\ {0}. La
idea es que, para y € R? dado, las funciones

U(—y): RN\ {y} =R, W —y) =Kyl -y

son también soluciones de Au = 0 en R?\ {y}. Como la ecuacién de Laplace es lineal,
uno esperaria que la “combinacion lineal” de soluciones dada por

uw) = [ S0 =y = / e - y)e) dy (11.9)

sea también una solucion de la ecuacion de Laplace. Sin embargo, la singularidad de ¥
hace que en realidad esta funcién v tenga un laplaciano que no es 0, y que de hecho es
igual a una constante por f. Vamos a ver esto. Supongamos que f es una funciéon de
clase C? y de soporte compacto en R%. Para calcular el laplaciano de la funcién u definida
por la primera integral en (11.9) tenemos el problema de que no podemos derivar bajo
la integral, ya que la singularidad de W hace que no se cumplan las condiciones que
necesitamos. Usamos para eso la segunda integral:

Au(z) = | Af(z—1y)V(y)dy. (11.10)

R4

Querriamos usar la féormula de Green para pasar el Laplaciano a la funcién ¥, pero no
podemos hacerlo directamente, de nuevo porque AW¥(y) no es integrable cerca de y = 0.
Para evitar eso partimos la integral en dos partes:

Au(z) = » Af(r—y)¥(y)dy

- /Rd\B Aflz=y)¥(y)dy + / Af(z —y)¥(y)dy = I + I».

€

La segunda integral tiende a 0 cuando € — 0, ya que
e—0
Bl < 85 [ [¥@)ldy o,
Be
En cuanto a la primera, podemos usar la férmula de Green y obtener

I = / Vi@ —y)V¥(y)dy — / V(y)Vf(x—y) nly)dS(y) = Ji + Jo,
R4\ B, Se
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donde 7n(y) es el normal interior a B, (el exterior a R?\ B,). (Observa que el signo ha
cambiado porque Af(z —y) = (div(Vf))(z —y) = —div,(Vf(z —y)).) De nuevo, J,
tiende a 0 cuando € — 0:

[ ¥ w9ie - 0w ds<y>] <971 [ 196)1450)

= KdHVf||OOe_(d_2)/ dS(y) = Kd|5’1|||VfHooe_(d_2)ed_1 = const. - €

Se

Para J; podemos de nuevo usar la formula de Green:
h= [ Vi pvdy == [ 9,1 9) V) dy
R4\ Be R4\ Be
= [, s@-pavmay - [ f6 - pTe) nw)ase)
R\ B,
=~ [ 1 -0V ¥0) 0 ds(y),

donde la otra integral desaparece debido a que AV¥(y) = 0 para y € R?\ B,.. Para
calcular esta tltima integral usamos que

_ Y _J-Ead=2)ly™y (d#2),
) ly|’ VE) {—de% (d=2),
luego
— 9y~
V() -nly) = {Zi’(d . EZ o
Iyl - ah

y tenemos, cuando d % 2,
~ [ 1 =09 a)a5) = ~Katd=2) [ se =l as)
= —Ky(d—2)e f(x— y) dS(y)
K- 2>|Sl|]£5 fla—y) dS(y) 8 —Ky(d—2)[S)f(2) = —f(2).
Y cuando d = 2,
-/ Fz —y)VU(y) - n(y) dS(y) = — Ky 5 flz—y)ly[~dS(y)
=Kt [ fta=9)ds)

:_Kd,sl\]ls Flz — 1) dS(y) =Y —KiSi|f(z) = —f(2).

Tomando el limite cuando € — 0 finalmente obtenemos que
—Au(z) = f(z) para todo x € R%.

Acabamos de demostrar entonces lo siguiente:
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Teorema 11.2.1. Sea f € C(R?) con soporte compacto. Entonces la funcion
u(@) = [ fy)¥(z—y)dy (11.11)
R

es de clase C? en R? y cumple

—Au(z) = f(z) para todo x € R%.

11.2.2. Una interpretacion fisica: potencial gravitatorio y elec-
trostatico

Sabemos que el potencial gravitatorio causado por una masa M en el punto z, € R?

es
MG

_|x—x0|’

V(z) =

donde G = 6.67408 x 107" m3 - kg~! - s72 es la constante gravitatoria. A partir de esto,
el campo creado en el punto = € R? es

MG(z — ) MG

|z — o3 - |z — x0|207

E(z) = —VV(z) = —

donde o = éﬂ;ﬁ' es el vector unitario en la direcciéon de la linea desde x hasta zy. Esta

ultima expresion es tal vez la forma mas familiar, donde se ve la dependencia del inverso
del cuadrado de la distancia entre los puntos. Por supuesto, la fuerza sobre un cuerpo
con masa m situado en € R? es

mMG

T ez

F(z) = —mVV(x)

Ahora, en lugar de una masa (ideal) concentrada en un punto zy € R?, supongamos que
tenemos una distribuciéon de masa dada por una funciéon p: R? — [0, +00), de forma
que

/ p(x) dz = masa en la region Q C R%.
Q

El potencial creado por la distribuciéon de masa p es el que resulta de sumar las contri-
buciones de cada uno de sus puntos:

V(:lf)z—/R ¢ p(y)dyz—éd%p(x—y)dy-

a |z —yl
Esto es igual que la expresion (11.11), salvo un factor constante:

G

Via) =~ [, ¥ = 0ol do (11.12)

Teniendo en cuenta que K;' = 47 (el 4rea de la esfera unidad) por el Teorema 11.2.1
tenemos (suponiendo que p es continua y de soporte compacto) que

AV (x) = 4nGp(z).
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Es decir: el potencial gravitatorio generado por una distribuciéon de masa p es una
solucion de la ecuacion de Poisson con término independiente 47Gp.

Por supuesto, el mismo razonamiento funciona también para las fuerzas electrosté-
ticas porque su forma es la misma. El potencial eléctrico causado por una carga ) en
el punto z9 € R3 es

1 Q

- 47'('60 ‘l’ - .’130"

donde ¢y = 8.8542 x 1072 Fm~! = 8.8542 x 10712 A%s*kg~'m ™ es una constante co-
nocida como permitividad del vacio. La ecuacion es la misma que la del potencial gra-
vitatorio, con una constante distinta delante, y con el signo contrario. Siguiendo el
mismo razonamiento que antes, si p = p(z) representa una densidad de carga y V es el
potencial producido por ella, deducimos que

V(x)

Viz) = — / L ydy=1 / U — y)oly) dy.

~ e Rd |T — y\p €0

luego
1
AV (z) = ——p(x).
€0

Ejemplo 11.2.2. Vamos a calcular el campo gravitatorio V' causado por la Tierra, su-
poniendo por el momento que es una esfera perfecta y homogénea de radio R y densidad
(constante) p, centrada en 0. De acuerdo con (11.12), deberiamos calcular la integral

G
V(z) = —P/ fdy,
B [T =

pero esta integral no es fdacil de calcular directamente. En su lugar, sabemos que V' tiene
que ser una funcion radialmente simétrica y que cumple

ArG ara x| < R,
AV (z) = p para |z|

0 para |x| > R.
Es fdcil intuir una solucion para este problema, ya que las funciones cuadrdticas tienen
laplaciano constante, y la solucion fundamental que conocemos tiene laplaciano nulo.
Podemos poner

2 2 <
Viz) = 37TG,0|Cx| +Cy para|z] < R,
Ca+ 3 para |x| > R.

Podemos ver que la 1inica constante que puede cumplir esto es C's = —pG, ya que de otra
forma el comportamiento cuando x — +o0 de V no seria el correcto. Las constantes C
y Cy pueden encontrarse ya que el valor de V' es fdcil de calcular en x = 0, y sabemos
que V' debe ser continuo en |z| = R.

Ejemplo 11.2.3. ;Cudl es el potencial eléctrico en el interior de un solido conductor
cargado? La diferencia con el ejemplo anterior es que antes suponiamos que la densidad
de masa era conocida, pero ahora no sabemos la densidad de carga. Como suponemos
que el solido es conductor, los electrones pueden moverse libremente, y adoptaran alguna
posicion de equilibrio que nos da la densidad de carga. El principio fisico bdsico para
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esto es que adoptan las posiciones que den energia minima. La energia total asociada a
una densidad de carga p es

1
Elp| .= - V dz dy.
B Q/RS/)(x) r)de = SW// _y, v dy

Lo que buscamos es una distribucion p tal que

J R

y tal que Elp| sea la minima posible. Usando una variacion admisible h con ng h=20
obtenemos que

0—/ / h(x) dxdy:47r€0/ h(z)V(x)dx.
R3 JR3 |515 -yl R3

De esto deducimos que V() debe ser constante en el soporte de p (ya que h tiene que
tener soporte contenido en el soporte de p). Pero ademds, AV = —(1/ey)p(x) para x
en el interior de €1, luego p debe ser 0 en el interior de §2.

11.3. La ecuacién de Laplace en el cuadrado: separa-
ciéon de variables

Al igual que hicimos para la ecuacién de ondas, podemos encontrar soluciones parti-
culares en variables separadas de la ecuacion de Laplace, y después usarlas para encon-
trar una solucién general del problema de frontera asociado. Fijemos L > 0, la longitud
del lado del cuadrado. Buscamos soluciones de la ecuacion

Au =0 en (0,L) x (0,L) (11.13)

que sean de la forma
u(z,y) = o(x)P(y).
Sustituyendo en (11.13) tenemos

¢" ()Y (y) + o(x)v"(y) = 0.

De la misma forma que en el caso de la ecuacion de ondas, deducimos que debe haber
una constante A € R tal que

¢"(x) = Ad(x),  ¥"(y) = = (y), (11.14)

al menos en los puntos (z,y) donde ¢(x) # 0, ¢ (y) # 0. Vamos a suponer, para empezar,
que la solucion u vale 0 en tres lados del cuadrado:

u(z,0) = u(x, L) = u(0,y) =0, z,y € [0, L].

esto implica que
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Junto con la ecuacion (11.14) obtenemos un problema de Sturm-Liouville para 1, que
sabemos que tiene como tnicas soluciones

Uly) = Asen (“70),
L
para A € R, n > 1 un entero, que corresponden a

n?m?

L2

En cuanto a ¢, para respetar la condicion de contorno ¢(0) = 0 debe ser

A:

¢(z) = Bsenh (?) :

Por tanto (quitando las constantes), hemos encontrado las siguientes soluciones en va-
riable separadas, para n > 1 entero:

nmx nmy

un(z,y) = ¢(x)h(y) = senh (T) sen (T) :

En el borde {z = L} esta solucion vale

un(L,y) = &(L)Y(y) = Asenh (nm) sen (n_zy) :

Si consideramos una combinacion lineal de estas soluciones (formal por ahora),

u(z,y) =Y Agun(z,y),
n=1

evaluando en (L, y) obtenemos

u(L,y) = i A, senh (nm) sen <%) .

n=1

Si queremos que esto sea igual a g entonces debemos elegir los coeficientes A,, de forma
que
A, senh(nm) = b,

con b, los coeficientes de la serie de Fourier en senos de g. Esto puede hacerse de forma
rigurosa:

Teorema 11.3.1. Sea L > 0, g: [0,L] — R una funcion en H3([0,L]) con g(0) =
g(L) =¢"(0) = ¢"(L) = 0. La ecuacion de Laplace

Au =10 en (0,L) x (0,L),
uw(z,0) = u(x, L) = u(0,y) =0, z,y € [0, L], (11.15)
u(Ly) = gly)  yel0 L]

tiene una solucion dada por

> by, nwT
u(z,y) = Z senh(nr) senh (T) sen

n=1

(%) , (11.16)

donde b, son los coeficientes de la serie de Fourier en senos de g en [0, L].
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Demostracion. Gracias a la regularidad de g el Teorema 9.5.7 nos dice que
Z n?|b,| < +oo.
n=1

Esto es suficiente para ver que la serie (11.16) converge uniformemente, se puede derivar
dos veces término a término, y resuelve la ecuacion. O]

11.4. Ejercicios



Capitulo 12

El Teorema de Lax-Milgram y su
aplicacion a las EDPs

12.1. El Teorema de Lax-Milgram

Teorema 12.1.1 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert real, a : Hx H — R una
aplicacion bilineal continua y ¢ : H — R una aplicacion lineal continua. Supongamos
que existe X > 0 tal que

a(v,v) > A|v||*  para todo v € H. (12.1)
Entonces existe un unico u € H tal que
a(u,v) = ¢(v) para todo v € H. (12.2)

St ademds a es simétrica, este u € H es también el unico punto critico del funcional
F: H— R definido por

1
Flu] = §a(u, u) — l(u), (12.3)
y el minimo del funcional F se alcanza en u.

Observacion 12.1.2. El teorema anterior puede enunciarse también para un espacio vec-
torial complejo sustituyendo la aplicacion bilineal a por una sesquilineal y la condicién
(12.7) por

R(a(v,v)) > N|v||*> para todo v € H. (12.4)

Ejercicio 12.1.1. Supongamos que a cumple las condiciones del Teorema 12.1.1, pero
no es simétrica. Consideramos su simetrizacion

ag(u,v) = %(a(uﬂ)) + a(v,u)), u,v € H.

Demuestra que un punto critico del funcional F': H — H dado por (12.3) debe cumplir
as(u,v) = ¢(v) para todo v € H.

Como consecuencia del Teorema 12.1.1, demuestra que existe un tinico punto critico del
funcional F', y que en él se alcanza el minimo de F.

117
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Demostracion del Teorema 12.1.1. Por el teorema de representacion de Riesz [.2.6, exis-
te un tnico f € H tal que

((v) = (f,v) paratodov € H.

Por otra parte, para cada v € H la aplicacion de H en R dada por w — a(v,w) es
lineal y continua. De nuevo por el teorema de representacion de Riesz, existe un tnico
A(v) € H tal que

a(v,w) = (A(v),w) .
Esto define una aplicacion A : H — H que es simplemente otra forma de representar
la aplicacion bilineal a : H x H — R. Se puede comprobar que A : H — H es lineal y
continua: para todo v € H tenemos

IA()[I* = (A(v), A(v)) = a(v, A(v)) < C|l|[[Av)], (12.5)
luego
|A(v)|| < Cljv|| para todo v € H. (12.6)
En cuanto a la coercividad, en términos de A se traduce en
(v, A(v)) = (A(v),v) > Mjv||* para todo v € H. (12.7)

Nuestro objetivo, escrito en términos de A y f, es encontrar u € H tal que (A(u), w) =
(f,w) para todo w € H, o lo que es lo mismo, tal que

A(u) = f.

Esto se puede conseguir siempre que A : H — H sea una aplicacion invertible. Para ver
que efectivamente A es invertible, elegimos r > 0 y calculamos

I(rA=D)()]* = (rA(v) — v,rA(v) = v) = r*[A@)[* + [v]]* = r (A(v), v) =7 (v, f‘ég

para cualquier v € H. Usando (12.6) y (12.7) tenemos

I(rA = D)II> < r2Clloll® + [[ol* = 2rAlJo]* = (Cr* = 2rA + D) |Jv]>. (12.9)
Podemos elegir r > 0 suficientemente pequeiio de forma que el coeficiente de ||v||? sea
menor que 1. Esto demuestra que ||[rA — I]| < 1, luego rA es invertible, o lo que es lo

mismo, A es invertible. Esto demuestra que existe un aunico u € H que cumple (12.2).

Vamos a demostrar la parte sobre el funcional F' en el caso de a simétrica. Por
definicién, un punto critico v de F' es aquel que cumple que para todo v € H

d

0= T to(%a(u +tv,u+tv) — l(u + tv)) = 1a(u,v) + 1a(v, u) — £(v)

2 2
= a(u,v) —£(v), (12.10)

es decir, es una solucion de (12.2). Esto prueba que existe un punto critico y es tnico.
En ese punto critico u tenemos que

Flu+h] = %a(u+h,u+h) — (u+t b
= %a(u,u) + a(u, h) + %a(h, h) — (u) — £(h)

= Flu] + alu, h) + ga(h, h) — (k) = Flu] + a(h,h) > Flu]. (12.11)

Esto demuestra que u es de hecho un minimo de F. O
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12.2. El concepto de derivada débil

La derivada débil de una funcién es una generalizacion de la idea de derivada que
puede aplicarse a algunas funciones localmente integrables que no tienen derivada en
sentido clasico. La idea méas importante es que la derivada débil de una funcién es otra
que hace que siga siendo cierto el teorema de integracion por partes. Esta idea es en
realidad una version un poco primitiva de la derivacion en teoria de distribuciones, que
no vamos a tratar en este curso.

Supongamos que u: {2 — R es una funcion derivable (en sentido de Fréchet) definida
en un abierto ) C R? con frontera regular (al menos de clase C1). Si ¢: Q — R< es una
funcion derivable de soporte compacto en €2, usando la formula de Green (Corolario
B.7.2) es facil ver que

/Rd u(2)0y, () dz = — g &(2)0,, u(r) dz,

paran = 1,...,d. Esta formula es precisamente la que vamos a tomar como definicion
del concepto de derivada débil:

Definicién 12.2.1. Sea Q C R? un abierto, u : 8 — R una funcién localmente inte-
grable. Para n = 1,...,d, decimos que una funciéon g localmente integrable en €2 es la
derivada débil de u con respecto a x, cuando

/Quﬁxngb: —/ﬂgqf) (12.12)

para toda funcion ¢ € C(Q2). Cuando esto ocurre decimos que g es la derivada débil
de u respecto a x,,, y escribimos
Op, b = g.

Lema 12.2.2. Sean Q C R% un abierto, u : Q — R una funcion localmente integrable,
n=1,...,d.

1. La deriwvada débil de u con respecto a x,, si existe, es unica salvo redefinicion en
conguntos de medida nula.

2. Si una funcion tiene todas sus derivadas débiles igual a 0, entonces es constante
en casi todo punto.

3. Si g = 0,,u (en sentido débil) y g : Q2 — R es igual a g en casi todo punto de <
entonces g es también una derivada débil de u respecto a x,,.

4. Siu € CHQ) entonces su derivada débil existe y coincide en casi todo punto con
su deriwada parcial usual.

Demostracion. La demostracion es directa usando el lema fundamental del calculo de
variaciones. ]

Lema 12.2.3. La derivada débil es lineal. Es decir, si Q@ C R? es un abierto, n €
{1,...,d}, yu,v: Q = R son funciones localmente integrables cuyas derivadas débiles
con respecto a x, existen entonces

Op, (U +v) = 0y, u+ Oy, v en casi todo punto de €.
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En el caso de R se puede dar una caracterizacion sencilla del concepto de derivada
débil:

Proposicion 12.2.4. Sea I C R un intervalo abierto, u : I — R una funcion localmente
integrable. Son equivalentes:

1. Existe la derivada débil de .

2. Hay una funcion v, localmente absolutamente continua en I que es igual a u en
cast todo punto de I.

Si ocurre lo anterior entonces v' (definida en casi todo punto) es una derivada débil de
u.

Demostracion. Si existe una derivada débil de u, a la que llamamos ¢, tenemos

/uqb' = —/ggb para todo ¢ € C°(I).
I I

Por otra parte, como g es localmente integrable, el teorema de integracion por partes
para la integral de Lebesgue dice que

—/Iggb:/]Gqﬁ’,

donde G es una primitiva cualquiera de G, que podemos elegir de forma que coincida
con u en al menos un punto de /. Entonces

/u¢' = /G¢’ para todo ¢ € C°(1),
I I

lo cual implica que u es igual en casi todo punto a G méas una constante, que debe ser
0 ya que u, G coinciden en al menos un punto. Esto demuestra el punto 2 con v = G.

Para la implicacién inversa, usando de nuevo el teorema de integracion por partes
para la integral de Lebesgue,

/Iugb’ = /Iv¢’ = —/Iv’qﬁ para todo ¢ € C°(1),

luego v" es una derivada débil de wu. O

En dimension mayor que 1 no hay una caracterizacion tan sencilla para la derivada
débil. Por ejemplo, el siguiente ejercicio muestra funciones que no son continuas en R¢,
que son derivables en sentido débil:

Ejercicio 12.2.1. Demuestra que la funcién v : R? — R definida por
u(w) =zf*,  x#0,

(y con u(0) = 0, por ejemplo) es derivable en sentido débil (con respecto a cualquier
componente) si y sélo si K > 1 —d, o bien k = 0. Encuentra su derivada débil en este
caso.
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Solucién. Para que tenga sentido el concepto de derivada débil, la funcién u tiene que
ser localmente integrable; esto solo es cierto si k& > —d, asi que suponemos siempre
k > —d (si no, por definicién u no tiene ninguna derivada débil).

El caso kK = 0 es especial, porque entonces u es constante y tiene derivada débil
siempre. Asi que supondremos también que k # 0.

Supongamos que u tiene derivada débil g con respecto a x; por ejemplo (el razona-
miento es analogo con respecto a las demés coordenadas). Entonces para toda funcion
¢ € C*(R?) debe cumplirse

[ el onp@rae = = [ gla)ota) da.

En particular, se cumple para toda ¢ € C®(R?\ {0}). En ese caso, como u es una
funcion C! en R\ {0},

[ el vupt@ras = = [ o (laPyeta)de == [ kel 2o(e) de

De las tltimas dos ecuaciones vemos que

/Rdg@)w(@ dv = /Rd k|| 2p(x) de

para toda p € C°(R4\ {0}). Por el lema fundamental,
g(x) = kay |z 2 p.c.t. » € RY\ {0},

o lo que es lo mismo, g(x) = kx1|z|*~2 en casi todo x € R?%. Asi que si u tiene derivada
débil respecto de x1, esa derivada débil debe ser igual a kx;|z|*~2 en casi todo punto.

Por definicién, esta funcion g que hemos encontrado solo puede ser una derivada débil
cuando sea localmente integrable. Vamos a ver cuando ocurre esto: como |z;| < |z|, en
cualquier bola Br centrada en 0 y de radio R > 0 tenemos

l/“|g<xncm:s|k| 2 de,
BR BR

que es finito si y s6lo si k& > 1 — d, luego g es localmente integrable en este rango.
Cuando k < 1 — d podemos ver que de hecho no es localmente integrable, porque:

1
/TWMﬂ“%xZ/ MFM“%xz—/|ﬂ“H%
Bgr Br d B

donde el dltimo paso es debido a que la integral no cambia si cambiamos x; por cualquier
otra coordenada. Por lo tanto, hemos demostrado que para k£ < 1—d, u no tiene ninguna
derivada débil (con la excepcion de k = 0 en dimension 1, que si tiene).

Por otra parte, cuando £ > 1 — d, demostramos al principio que para toda ¢ €

C(RT\ {0}),
/Rd |2|*0,, p(2) dz = — /Rd kxy|x|*2p(r) da. (12.13)

Como en el caso k > 1 — d sabemos que la funcion kz|z|*=2 es localmente integrable,

podemos aproximar cualquier funcion ¢ € C°(R?) por una sucesién creciente de fun-
ciones ¢, € C°(R?\{0}). El teorema de la convergencia dominada nos permite pasar al
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limite en n en la ecuacion (12.13) para @, y ver que se cumple para toda ¢ € C°(R?).
Esto es la definicion de derivada débil, y demuestra que en este caso

Os, (|2]") = kg
en sentido débil.
Ejercicio 12.2.2. Sea © := (0,1) x (0,1) CR? y f: Q — R definida por
ren={0 et
donde f; € C1([0,1/2]), f2 € C}([1/2,1]).
1. Demuestra que existe J, f en sentido débil, y es igual a 0.

2. Demuestra que si f no es continua (es decir, si f1(1/2) # f2(1/2)) entonces no
existe 0, f en sentido débil.

3. Suponiendo que f es continua (es decir, si fi1(1/2) = f3(1/2)), demuestra que
existe 0, f en sentido débil, y calctulala.

12.3. El espacio de Sobolev H*(Q)

Definicién 12.3.1. Sea Q C R¢ abierto, k > 1 entero. Definimos

para todo multiindice « con |o| < k,
Oof existe (en sentido débil) (12.14)
y estd en L*(Q) paran =1,...,d.

H*(Q) =< feL*Q)

En H*(2) definimos un producto escalar
(U, V) ey = Z /aauaav para u,v € H*(§2), (12.15)
o<k 79

donde la suma es en todos los d-multiindices de orden menor o igual que k. En particular,
para k = 1 tenemos

(U, 0) g1y = / uv—i—/Vqu para u,v € H'(Q). (12.16)
Q Q

Lema 12.3.2. Para k > 1 entero, la expresion (12.15) define un producto escalar en
H(Q), y H*(Q) es completo con la métrica inducida por (-, V() (€s decir, HY(Q) es
un espacio de Hilbert con el producto escalar definido por (12.15)}

La norma asociada al producto escalar (12.15) es

lull ey = | D /Q(aau)2 . u€ HYQ).

|| <k

En particular, la asociada al producto escalar (12.16) es

Jull o) = (/ u2+/ \VuF) ,  ue HYQ). (12.17)
Q Q
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Definicion 12.3.3. Sea 2 C R? abierto. Definimos HE(£2) como la completacion en la
norma de H*(Q) del subespacio C*(Q2) C H*(Q).

Ejercicio 12.3.1. Sea Q C R? un abierto, k > 1, € {1,...,d}. Demuestra que
1. ue H*Q) = 9,,u € H*1(Q).
2. u € HE(Q) = 0,,u € HYH(Q).

12.4. Aplicacién a la ecuacion de Poisson

Definicién 12.4.1 (Solucion débil de la ecuacion de Poisson). Sea Q2 C R? un abierto
no vacio, f € L?(2). Decimos que u € HJ () es una solucion débil del problema

Au=f en(,
u=0 en o

/QVqu:—/va (12.19)

Lema 12.4.2 (Una solucién débil regular es solucion clasica). Supongamos que u :  —
R es una solucion débil de la ecuacion de Poisson en un abierto Q0 C R? (se entiende
que es solucion débil cuando la restringimos a §2). Siu € C*(Q) entonces u es también
una solucion clasica.

(12.18)

cuando

para todo v € H} ().

Ejercicio 12.4.1. Demuestra el lema anterior.

Teorema 12.4.3 (Desigualdad de Poincaré en H}). Sea Q C R? un abierto acotado y
no vacio. Fxiste una constante A > 0 tal que

Aollullrz) < |[Vullrz@)  para todo u € Hy(Q). (12.20)
Ejercicio 12.4.2. Sea Q C R? un abierto. Para u € H}(€2) definimos

Julf = | 9P
Q

Demuestra que || - ||, define una norma en Hj(€2) que es equivalente a || - || g1 (q)

Ejercicio 12.4.3. Demuestra la desigualdad de Poincaré cuando 2 = (a,b) C R es un
intervalo abierto y acotado.

Teorema 12.4.4 (Existencia de solucién débil de la ecuacion de Poisson). Sea 2 C R?
abierto y acotado, f € H'(Q). Eziste una tnica solucion débilu € HL(Q) de la ecuacion
de Poisson

Au = f. (12.21)
Dicha solucion débil es el inico punto critico del funcional
F: Hj(Q) — R, (12.22)

/|Vu|2 /fu we HY(Q), (12.23)

y el minimo de F' se alcanza en u.
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Demostracion. Consideramos la aplicacion bilineal

a(u,v) = /QVqu, (12.24)
definida para todo u,v € H}(f2), y la aplicacion lineal

(: H— R, (v) = / fu.
Q

Estas aplicaciones satisfacen las hipotesis del teorema de Lax-Milgram en el espacio
H; (), luego sabemos que existe un tnico u € H(2) que es soluciéon débil de la
ecuacion. O

El siguiente resultado es la justificacion real del concepto de solucion débil: una vez
que hemos encontrado una solucién débil es posible demostrar que es una solucion re-
gular, suponiendo que el dominio y los datos del problema tienen regularidad suficiente.
La demostracion de este resultado es larga y no vamos a verla:

Lema 12.4.5 (Regularidad de soluciones débiles). Supongamos que u : 2 — R es una

solucion débil de la ecuacion de Poisson en un abierto Q C R? con frontera C?, y con
dato f € C(Q2). Entonces

1. u € C*Q) (mejor dicho, existe v € C* tal que u=v p.c.t. x € Q),
2. u puede extenderse de forma tinica a una funcion @ € C*(Q),

3. y u es una solucion cldsica de la ecuacion de Poisson.

12.5. Aplicacién a la ecuacion Au + \u = f

Podemos usar la misma estrategia para estudiar el siguiente problema de frontera:
para Q C R? abierto, A € Ry f € L*() consideramos:

A+ du = 0
{ utdu=J el (12.25)

u=0 en Jf)

La ecuacion Au + Au = 0 se conoce como ecuacion de Helmholtz. El problema (12.25)
es por tanto una versiéon no homogénea de la ecuaciéon de Helmholtz.

El concepto de solucion débil de (12.25) se define de forma analoga al de la ecuacion
de Poisson:

Definicién 12.5.1 (Solucién débil de (12.25)). Sea 2 C R? un abierto no vacio, f €
L2(£2). Decimos que u € H}(Q) es una solucion débil del problema (12.25) cuando

/ VuVov — )\/ uv = —/ fo para todo v € Hy(Q). (12.26)
Q Q Q

Teorema 12.5.2 (Existencia de solucién débil de (12.25)). Sea Q C R? un abierto no
vacio, f € L*(R), y Xa la constante de Poincaré de 2. Para todo ¢ < \q hay una tinica
solucion débil del problema (12.25) en H}(Q).
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Notamos que no estamos diciendo nada cuando ¢ > 4. Lo que ocurre en realidad es
que este problema se comporta como los problemas de contorno de la seccién 8.4 (de
hecho, la version en dimension 1 de (12.25) cuando €2 es un intervalo I es un problema
de Sturm-Liouville): hay una sucesion {\, },>0 que tiende a infinito tal que el problema
(12.25) siempre tiene solucion para A & {\,},>0. Estos A, son los valores propios del
laplaciano en el dominio €2; para A = A, el problema (12.25) se cumple una version de
la alternativa de Fredholm: el problema tiene solucion si y solo si f es perpendicular a
cualquier solucién de la ecuacion homogénea correspondiente (la ecuacion de Helmholtz
con A = \,).

Demostracion del Teorema 12.5.2. Definimos la forma bilineal a : H} () x H} (Q) — R,
a(u,v) == [ VuVv — )\/ uv, u,v € Hy(S2).
Rd Rd

Se ve facilmente que esta aplicaciéon es bilineal y continua; para aplicar el teorema de
Lax-Milgram tenemos que demostrar que es también coerciva:

a(u,u) = |Vul? — )\/ u? > (Aq — )\)/ u?,
Rd Rd R4

El coeficiente (Aq — A) es positivo cuando A < \q, y entonces se puede completar el
razonamiento igual que en el Teorema 12.4.4. O]

12.6. Ejercicios

Ejercicio 12.6.1. Sea L > 0y p: [0,L] — R una funcién continua. Consideramos el
funcional asociado al problema de la viga de la seccion 8.5:

L L
Flol= [ W@ de+ [ poy(e) d, (12.27)
0 0
definido en el dominio
D :={y e C*([0,L]) | y(0) = y'(0) = y(L) = y/(L) = 0}. (12.28)
Demuestra que este funcional tiene un tnico minimo en D.

Ejercicio 12.6.2. Demuestra que el funcional del Ejercicio 8.6.2 tiene un tinico minimo
en el dominio en el que esta definido.

Ejercicio 12.6.3. Demuestra que el funcional

Pl | (ol (@) d / (u(x) — sen())? dz,

definido para u € Hj(0,1), tiene un minimo y lo alcanza en una tnica funcion de

H}(0,1).(Sugerencia: puedes usar que la constante de Poincaré del intervalo [0, 1] es 7%;

es decir, 7 fol u? < fol(u')2 para toda u € H}(0,1).)
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Solucién. Expandimos F como

F(u) := /Ol(u’(a:))2 dz — /01 u(z)? dz + 2 /01 u(z) sen(x) dx — /Ol(sen(x))2 dz.

El dltimo término es constante, luego consideramos

F(u) := /Ol(u’(:c))2 dz — /01 u(z)? dz + 2/01 u(z) sen(x) dz,

que alcanza su minimo si y so6lo si lo alcanza F, y en las mismas funciones. Para aplicar
el Teorema de Lax-Milgram podemos definir

a(u,v) := 2/01 o' (z)v'(x) dz — 2/01 u(z)v(z) dz, l(v) == =2 /01 u(z) sen(x) dz,

para u,v € H}(0,1). Comprobamos facilmente que a es bilineal y continua, y que ¢ es
bilineal y continua. Para ver que a es coerciva usamos la desigualdad de Poincaré

/ e do < / (W),

con lo cual

a(v,v) =2 /01(1/(x))2 dz — 2/01 v(x)?dz

> 2/01(v’(x))2d;1:— 2

2 Jo

(W' (2))2dw = 2 (1 - i) /Ol(v’(a:))2dyc,

T2

para todo v € Hj(0,1). Usando esta desigualdad y de nuevo la desigualdad de Poincaré,

1 1 1 1 2
1 1+ = +1
ol = [ @7+ [t ) [0 < ) = )
0 0 0

1_F 7T2—1

Esto demuestra la coercividad. El teorema de Lax-Milgram nos dice entonces que existe
un dnico minimo del funcional F. (Aunque no es parte del ejercicio, este caso la funcion
donde se alcanza el minimo se puede calcular. ;Puedes calcularla?)



Capitulo 13

La transformada de Fourier

La transformada de Fourier es una herramienta fundamental en mateméticas, en
parte por lo 1til que resulta para “traducir” unos problemas a otros. Nosotros la usa-
remos principalmente para resolver algunas ecuaciones en derivadas parciales (como ya
hicimos con las series de Fourier de la seccion 9).

En esta seccion los espacios LP(R?) se refieren siempre a espacios de funciones con
valores complejos (es decir, LP(R?) = LP(R?; C)).

Definicién 13.0.1 (Transformada de Fourier de una funcion integrable). La trans-
formada de Fourier de una funcién f € L'(RY) es la funcion F(f): R? — C dada
por

[S1fSW

F(E) = (2m)”

La transformada de Fourier inversa de una funcion f € L*(R?) es la funcion F(f): R? —

C dada por

f(z)e ™4 da, ¢ e R
Rd

vl

FHAE) = (2m)”

A veces escribimos

f(z)e™ de, ¢ e R
Rd

fFO=FNE.  F&=FNE).
En el caso de dimension 1, para una funciéon f € L'(R) tenemos

fo) = Fe) = o= |

Fijate en que esta expresion se parece a la representacion (9.33) de las series de Fourier,
con la diferencia de que ahora tenemos una integral en lugar de una suma (y el coeficiente
ha cambiado).

Una propiedad importante es que tanto la transformada de Fourier como la transfor-
mada inversa son lineales, lo cual se ve directamente a partir de la definicion: si A\, u € R

y f.g € L'(RY),
Ff+ng) = F(f)+uF(g),  F UM +pg) =AF1(f)+nF '(g)

Ejemplo 13.0.2. Es fdcil por ejemplo calcular la transformada de la funcion caracte-
ristica de un intervalo de la forma [—R, R]:

R
\/%}—(1[—3,3])(5) = /_R e~ € oy — _% (efmg _ ezRg) _ 28612(35)’

127

f(z)e ™ du, £ eR.
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luego para £ € R tenemos

v2sen(R¢)

VI
Ejemplo 13.0.3. También podemos calcular la transformada de Fourier de una Gaus-
sitana. Tomamos por ejemplo

F(L—rr) (&) =

flz) =e 2, z € R%

Y calculamos

2
=]

FE) = [ F = o [ tiensag
R4 Rd

[S1fSW

(2m)
Esta ultima integral se puede calcular explicitamente, ya que el caso de dimension 1 da
/ e~ aletiel g — / e 3% dg = V2T,

donde el cambio en la integral se puede ver deformando continuamente la integral a lo
largo de una curva compleja. En dimension d tenemos

d o0
o Bletie? 1 — e~3le Gl qp = (27)3,
R4 ’
j=1" 7%

Por tanto,
—5lzf?

Fle 2Py = g3k (13.1)
Lema 13.0.4 (Continuidad L' — L*°). Para toda f € L*(R?) se cumple

FOOI< N, eR

Proposicion 13.0.5 (Propiedades de la transformada de Fourier). Sea d > 1 un entero.

Traslaciones Para f € L'(R?), v € R? se cumple
Flf(z —v)(§) =™ F(€), €eR™
Cambio de escala Para f € L*(RY),

FUoaN© = 7N (5),  cert (13.2)

Derivadas Si f € L'(RY) y 9, f € L'(R?),

Convolucién Si f,g € L'(R%),

vl

F(f+g) = @2n)>F(f)F(9). (13.3)



129

Demostracion. Estas propiedades son faciles de demostrar, y dejamos la demostracion
como ejercicio. Probamos por ejemplo la propiedad de la derivada. Si f € C}(R?) usando
integracién por partes tenemos que

F(0u F)(€) = F(Du (€ {/af Y€ Ay

d

= (2m)"2 /Rd i& f(x)e ™ da = i&F(f)(€).

En general, si f € LY(RY), 0., f € L'(R%), podemos aproximar f por una sucesion
de funciones f, € C}(R?) de forma que f, — f, 9y, fn — 0,,f en L'(R?). Usando la
continuidad de F en L' (Lema 13.0.4) podemos demostrar el resultado por aproxima-
cion. [

Ejemplo 13.0.6. Usando (13.1) y la propiedad de la escala es facil encontrar la trans-
formada de Fourier de cualquier Gaussiana:

€|2

Fle k) = (2a) %e i . (13.4)

Lema 13.0.7 (Isometria en L?). Para toda f € L*(RY) N L*(R?) se cumple que F(f) €
L2(R7) y
IFCHl2 = [1f[l2-

Demostracion. De forma no rigurosa, la cuenta que querriamos hacer es la siguiente:

anr/u' ©Fds=(m [ | et ae

(2m)~ / / flx e et dr dy dé
Rd JRd JR4

= (2m)7¢ /R d /R d f(@)f(y) ( /R d e et dg) dz dy,

pero no podemos hacerlo directamente porque la funciéon & — e~ €e% € no es integrable
en el sentido de Lebesgue (para ningunos z,y € R?), y el tltimo cambio de orden en la
integral no es valido. (El truco que hemos usado para quitar el cuadrado anadiendo una
integral més se conoce como “desdoblamiento de variables”.) En realidad nos gustaria

decir que para y € R? fijo,
/ e—imfeiy.g d§ _ 5z_y,
Rd

con lo cual (si esto tuviera sentido) obtendriamos lo que queremos.

Para hacer una demostracion rigurosa podemos truncar la integral. Elegimos una
funcion ¢: R? — R que sea continua, integrable, con 1(0) = 1, simétrica y radialmente
decreciente, y escribimos

IFGIE =l [ ol (DO de
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Observa que el limite es cierto por el teorema de la convergencia monoétona (es el motivo
por el que hemos puesto las condiciones sobre ). Con el mismo calculo de antes,

/w(e@rf( )(€)[2 de = (27)” / / (e€) f(2) gl e du dy dé
R4 Rd JRA JRA

= (2m) / L s ([ vegeteta ) sy
flz

(2m)" / d / T F O dedy = x| f@.(e)ds

donde hemos usado la propiedad de cambio de escala (13.2) y hemos definido
_— xr — y
2(r) = [ T P Y)ay

En general, si la funcién ¢ que elegimos es razonable, la funciéon ®,. converge a f en
L*(R%) cuando ¢ — 0. Tenemos un caso especialmente sencillo si elegimos

e

(&) =e 7,

con lo cual ,
PO (z) = mefde_lm’;eg‘ dy.
Ra
[
Lema 13.0.8 (Inversa de la transformada de Fourier en L?). Si f € L*(RY) N L*(R?),
FHFE() =1

Proposicion 13.0.9 (Propiedades de la transformada de Fourier II). Para f,g €
L (R () L2(RY),

Producto )
F(fg) = @2m) 2 F(f) = F(g)-

Demostracion. La formula (13.3) también es cierta para la inversa F'. Usando esto y
el hecho de que F~! es la inversa de F,

FUF(f) = Flg) = 2m) 2 F Y (F())F (Flg) = (2m)2 fg.

Aplicando F a los dos lados obtenemos el resultado. [



Capitulo 14

La ecuacion del calor

En esta seccion vamos a estudiar una ecuacion en derivadas parciales que sirve como
modelo para varios fenémenos:

1. La difusion del calor en una habitacion (en un gas) o en un soélido.

2. La difusion de una sustancia en un liquido en el que puede disolverse (por ejemplo,
tinta en agua).

3. En ecologia, la expansion de una especie en un ecosistema.

El comportamiento que tienen en comun estos modelos se suele llamar difusidon, y repre-
senta la expansion de una cierta sustancia a causa de que las particulas que la forman
se mueven aleatoriamente (el calor se transmite a causa de los movimientos aleatorios
de las moléculas; una sustancia se disuelve en otra por el mismo motivo; el movimiento
de cada individuo de una especie tiene un componente aleatorio). Los principios bésicos
de los que partimos son los siguientes:

1. La masa total de la sustancia que consideramos se conserva.

2. La sustancia fluye de las regiones con mas concentracion a las regiones con menos
concentracion.

Vamos a representar por u = u(t,z) la densidad de la sustancia en la posiciéon
x € R?, en tiempo t > 0. Fijate en que estamos eligiendo representar solo la densidad
de la sustancia (de la tinta en agua): u nos dice qué cantidad de tinta hay por centimetro
cubico en cada punto, por ejemplo. En particular, estamos renunciando a modelar la
posicion de cada particula, porque hay demasiadas y el problema se vuelve demasiado
complicado.

El primer punto nos dice que la variacién de la masa en una cierta regiéon A C R¢
tiene que ser igual al flujo en su frontera:

T RO /8 Flt) - N() dS(a),

donde N(z) es el normal exterior a A y F(t,x) representa el flujo en un punto x. Por
el punto 2 es razonable suponer que el flujo es proporcional a —V, u, ya que —V,u
representa la direcciéon més réapida para ir de mayor a menos concentracion:

F(t,z) = —DVu(t,x). (14.1)

131
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Supondremos por ahora que D € R es una constante. Esto nos dice que
d
—/ u(t,x)dr = DVu(t,z) - N(x)dS(x)
dt Ja oA

= / D div(V,u(t, z))dz = D/ Au(t, z) dz.
A A
Si esto es cierto para toda region A vemos que
Owu(t,x) = DAu(t, ) (14.2)

para todo t > 0, z € R%. Esta ecuacion se conoce como ecuacion del calor o ecuacion
de difusion. Es una ecuacion lineal que cumple el principio de superposicion: si u, v son
soluciones entonces las funciones v + v y Au también lo son, para cualquier A € R. Por
supuesto, el concepto de solucion (clasica) es el siguiente:

Definicion 14.0.1. Sea I C R un intervalo abierto no vacio, Q C R¢ un abierto no
vacio. Decimos que u: I x € — R es una solucion de la ecuacion del calor en I x €}
cuando

1. Oyu existe en todo punto de I x 2 y es continua en [ x €2,

2. Oy, u, Oy, O, u existen en todo punto de I x €2, para todo n,m = 1,...,d, y son
funciones continuas en I x €2,

y u satisface (14.2) en todo punto (¢,x) € I x Q.

Para acortar, a veces nos referimos a las condiciones 1 y 2 diciendo que u es C! en
t,C? en x.

El primero de los supuestos que hemos hecho para obtener esta ecuacion es que la
masa total debe conservarse. La propiedad rigurosa que refleja esto es la siguiente:

Proposicion 14.0.2 (Conservacion de la masa). Sea I C R un intervalo abierto no
vacio, y sea u una solucion de la ecuacion de calor en I x R? tal que

1. Para cada t € I fijo la funcion x — u(t,z) es integrable en RY
2. Eriste una funcion integrable M : R® — R tal que

|Oyu(t, x)| < M(x) para todo (t,x) € I x RY.

3. Para cada t € I fijo la funcion x — Vu(t,z) cumple que

lim R sup |Vu(t,z)| = 0.

R—o0 |z|=R

Entonces

/ u(t,z)dr = / u(s, z)dz para todo s,t € I. (14.3)
Rd R

Este resultado es muy incompleto y lo damos s6lo como ejemplo de cémo se puede
hacer un razonamiento riguroso. El motivo principal por el que es incompleto es que
por ahora no sabemos si las soluciones de la ecuacién del calor cumplen las condiciones
del resultado (o si alguna lo cumple). Mas adelante veremos que la conservacion de la
masa es cierta bajo condiciones més sencillas.



14.1. SOLUCION FUNDAMENTAL 133

Demostracion. Las condiciones 1 y 2 nos permiten derivar bajo la integral y obtener
que

— [ u(t,z)de = [ Ow(t,z)dx :/ Au(t,z) dx.
dt Rd R4 Rd

Por otra parte, la condicion 3 nos permite decir, usando la férmula de Green, que

/ Au(t,z)dx| = | lim / Au(t,z)dz| =| lim Vu(t,z) - N(z)dS(z)| <
Rd R—o+oo Jp, B=+co JoBp
If Vu(t,z)|dS(z) < wg1 lim R Vu(t,z)| = 0.
G aBR! u(t,z)|dS(2) < wg-r lm 5}3' u(t, )|
Por tanto ¢ — [, u(t, z) dz es una funcion constante. O

Teniendo en cuenta la derivacion que hemos hecho de la ecuacién parece razonable
pensar que la ecuacion del calor debe admitir una condicién inicial: si sabemos la distri-
bucién de densidad de la sustancia en un cierto momento deberiamos poder conocerla
en momentos posteriores. Esto es de hecho asi: veremos més adelante que (bajo ciertas
condiciones) la ecuacion del calor tiene una tnica soluciéon para una condicion inicial
dada. El problema de valores iniciales o problema de Cauchy correspondiente es

(14.4)
uUu=g ent=0.

{ ou = DAu en I x €,
Observa que este problema en general requiere una unica condicion ent = 0, a diferencia
de la ecuacién de ondas. La ecuacion de ondas es una consecuencia de la ley de Newton
(y asi fue como la dedujimos), y por tanto requiere la posicion y velocidad iniciales
como datos del problema. La difusion es un fenémeno distinto que tiene que ver con el
comportamiento aleatorio de las particulas, y requiere s6lo conocer sus posiciones como
dato inicial.

Definicion 14.0.3. Sea I = [0,b) C R un intervalo no vacio (con b posiblemente igual
a 00), 2 C R? un abierto no vacio, y g : © — R una funcién. Decimos que u : [ x Q2 — R
es una solucion del problema (14.4) cuando

1. u es continua en [ x €2,

2. u es una solucién de la ecuacion del calor en (a,b) x Q (es decir, u = u(t, z) es C*
ent, C* en z, y es solucién de la ecuacion del calor en (a,b) x ),

3. y se cumple que u(0,x) = g(x) para todo x € .

14.1. Solucién fundamental

Al igual que hicimos en el caso de la ecuacion de ondas y la de Laplace, empezamos
por buscar algunas soluciones particulares. La ecuacion puede plantearse en un dominio
cuadrado (en lugar de todo R?), y podemos buscar soluciones en variables separadas,
pero en lugar de eso vamos a empezar por buscar soluciones particulares de una forma
especifica, motivada por el siguiente resultado:



134 CAPITULO 14. LA ECUACION DEL CALOR

Lema 14.1.1. Sea u una solucion de la ecuacion del calor en (0,+00) x RY.
1. Para p > 0 fijo la funcion v: (0,+00) x RY — R definida por
v(t,z) = pu(t, ), (t,x) € (0,400) x RY,

es también una solucion en (0, +00) x R%.

2. Para \ > 0 fijo la funcion v: (0, +o00) x R? — R definida por
v(t, 7)== u(\*, A1), (t,z) € (0, +00) x RY,

es también una solucion en (0, +00) x RZ.

3. Si R: R — R es un movimiento rigido entonces la funcion
v(t,x) == u(t, R(z)), (t,r) € (0,00) x RY,
es también una solucion.

Cuando las soluciones de una ecuaciéon tienen una propiedad de invarianza frente
a una familia de transformaciones, una pregunta natural es si existe alguna soluciéon
que sea invariante frente a esas mismas transformaciones o alguna subfamilia de ellas.
En este caso nos preguntamos si existe alguna solucion v de la ecuacion del calor que
cumpla

u(t, z) = u(N\*t, Az).
para todo (¢,z) € (0, +00) x R% X\ > 0. Eligiendo A\ = 1/v/t vemos que

u(t,z) = u (1, %) — v (%) .

Una solucién de esta forma (que de hecho existe) no puede satisfacer la conservacion
de la masa; para arreglar esto buscamos una solucién de la forma

u(t,z) = % (%) .

Podemos también imponer que la solucién sea simétrica por rotaciones; es decir, que

sea de la forma ]
t,x) = t~? (i) = (/2 (i) .

Usando esta forma en la ecuaciéon (14.2) y llamando y := x/+/t vemos que v tiene que
cumplir

d _d_q _d X _d_q
—ot T u(y) — T Vuly) o = 2 Au(y)
0, escrito en funcion de y,
d

—§t_g_1v(y) — t‘g‘lw(y)% =727 Au(y)

Podemos quitar el factor comun g1 y obtener

gv(y) - W(y)g = Av(y). (14.5)
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Ahora, si llamamos

tenemos que p
—1
Vo) = g 0) Aely) = 6" () + = =00,

con lo que de (14.5) obtenemos

d Ty d—1 ,
—§¢(T)—§¢ (r)=¢ (T)+T¢ (r)

Esto es una EDO lineal de segundo orden para ¢. En principio no parece facil de resolver
pero al multiplicar por 74! se convierte en

1
(Y + S0y =0,
que ahora si puede resolverse. Esta ecuacion implica que
1
rd_lgb/ + §T’d¢ = C

para cierta constante C' € R. Podemos resolver esta ecuacion explicitamente y vemos
que la tnica soluciéon acotada se tiene para C' = 0, y es la siguiente:

¢(r) = Ae” 7
para cierta constante A € R, es decir,

2
=]

A le?
u(t,x) = ape

Haciendo una eleccion particular de la constante definimos lo siguiente:

Definicion 14.1.2. La funcién ®: (0, +oc0) x R? — R definida por

L t>0,r€R (14.6)
(4rt)d/2 ’ ’ ' '

se llama solucion fundamental de la ecuacion del calor en R,

O(t,x) :=

Ejercicio 14.1.1. 1. Comprueba que la funcién ® es efectivamente una soluciéon de
la ecuacion del calor (en (0,00) x RY).

2. Comprueba que

/ O(t,xz)der =1 para todot > 0. (14.7)
Rd

Teorema 14.1.3. Sea g: R? — R una funcion continua y acotada (i.e., para cierta
C > 0 se tiene que |g(x)| < C para todo x € R?). La funcion

uta) = [ @to-pgl)ds (L)€ 400 xRE (149
Rd
es una solucion de la ecuacion del calor en (0,+00) x R que cumple
lim  u(t,z) = g(zo) para todo zo € R™. (14.9)
(t,2)—(0,20)

Es decir: u puede extenderse de forma tinica a una funcion definida en [0, +00) x R,
y dicha extension es una solucion del problema (14.8) (con D =1).
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Demostracion. Para ver que u es una solucién de la ecuacion del calor en (0, +0c) x R?
podemos aplicar directamente el teorema de derivacion bajo la integral en cualquier
conjunto de la forma (a,b) x Bg, donde 0 < a < by Bpg es la bola de centro 0 y radio
R en RY,

La parte crucial de la demostracion es ver que se cumple (14.9). Tomemos z, € R
Para e > 0 dado, elijamos d > 0 tal que

l9(x) — glao)| < ; siempre que |z — x| < .

(Podemos hacer esto porque g es continua.) Entonces, usando (14.7) tenemos que

Ju(t, ) — g(xo)| =

[ vt = v)a)d -~ g(a0)

[ 2t (o) - st an| < [ @t~ o) - el ay

para todo z € R? y todo t > 0. Partimos esta integral en dos trozos:

/Rd Ot r —y)lgy) — g(zo)| dy = / otz —y)lg(y) — g(xo)| dy

Bs (QC())

s [ et ylts) - glan)ldy = o+ I
RN\ Bs (o)
Para la primera integral tenemos |g(y) — g(zo)| < €, luego

I < e/ O(t,x —y)dy =e.
]Rd
Para la segunda, vamos a suponer que |z — x| < §/2. Entonces para y € R?\ Bs(zo)
tenemos |x — xo| < |y — ol|/2, luego

o9l 2 Iy — a0l — fro — 2| > LT

lo que implica

1 _lz—y? 1 —ly—=zq|?
16t

tr—y) = YOS myin©

4grt)d/2 ¢

Entonces para |z — x| < §/2 se cumple

2||9|| 0o —ly—=q2
I, = / O(t,xr —y)lg(y) — g(wo)|dy < / e~ 1 dy
R\ B (x0) (4mt) 2 Jga\ By (ay)

2[|g/l / “luf?
= e 16t dy
(47Tt)d/2 R4\ B;(0)

Se puede comprobar que

1 2
ps(t) = m/ e Tt dy =+ 0 cuando t — 0. (14.10)
B Jravs0)

Hemos demostrado finalmente que para cada € > 0 fijo existe § > 0 tal que
|9(x) — g(zo)| < €+ Cus(t)  siempre que [z — x| < 0/2,

para cierta constante C' > 0. Esto prueba (14.9) y termina la demostracion O
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Ejercicio 14.1.2. 1. Escribe completamente el argumento del principio de la de-
mostracion anterior para probar que u es solucién de la ecuacion del calor en
(0, +00) x R, comprobando las condiciones del teorema de derivacién bajo la
integral.

2. Demuestra el limite (14.10).

Ejercicio 14.1.3. Supongamos que, ademas de las condiciones del Teorema 14.1.3, la
funcion g esta en L'(RY). Demuestra rigurosamente que la solucion dada en el Teorema
14.1.3 conserva la masa.

14.2. Solucién usando la transformada de Fourier

Consideramos de nuevo la ecuaciéon del calor en R? con condicién inicial dada:

{ Ou = Au en (0, +00) x RY,

(14.11)
u=gqg ent=0.

Una forma de resolverla es calcular su transformada de Fourier en la variable x. Su-
pongamos que hay una solucién u tal que x — u(t, x) es suficientemente regular (por
ejemplo, esta en L'(R?) N L%(RY), y es una funciéon C'(R?) cuyas derivadas estan tam-
bién en L'(R?) N L?(R?)). Usando las propiedades de la transformada de Fourier de la
seccion 13 tenemos

0f(t,6) = —[Ef(te),  t>0EeR
Para cada ¢ € R? fijo esto es una ecuacion diferencial ordinaria. Su solucién es
F(8,€) = f(0,9)e ™ = g(&)e ",

Podemos usar ahora la propiedad del producto de la transformada inversa para decir
que

flt,z) = F L (3(€)e ) = (2m) "2 g(a) + F (e )
= (drt) " 2g(x) * e =

| —y|?

= (4nt)” Q/Rd g(x)e &~ dy.

S..

Observa que esta féormula es por supuesto la misma que obtuvimos en la seccion anterior
(Teorema 14.1.3). Falta demostrar que es efectivamente una solucién (suponiendo que
g es suficientemente regular), lo cual ya hicimos en el Teorema 14.1.3.

De forma muy parecida, la transformada de Fourier puede usarse para resolver
explicitamente algunas ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes.

Ejercicio 14.2.1. Encuentra la solucion (clasica y que conserve la masa) de la ecuacion
ou = Au — u,
donde u = u(t,z) con t > 0, x € R, con condicién inicial
w(0,z) = g(x) == e %72, r € R

(Sugerencia: el ejercicio se puede resolver usando la transformada de Fourier).
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Solucién. Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable  obtenemos

ta(t7 5) = _(52 + 1>ﬂ(t7 é)u

lo cual implica que
it, &) = (0, §)e” TV = (0, e e,
Sabemos que (0,€) = §(&) = e /2, luego
a(t, &) = e~ & tH3) ot

Tomando la transformada de Fourier inversa y recordando la transformada de una
Gaussiana,

1 z2 22
u(t,z) = e " (2(t + 5))*%e_m = (2t+ 1) 2wt

Un método alternativo para encontrar la misma solucién es el siguiente: si hacemos el
cambio
v(t,r) = e'u(t, x)

vemos que 0;v = Awv. Es decir, v es soluciéon de la ecuacion del calor en RY. Podemos
entonces usar la formula (14.8) y obtener

ly2 _ |e—y|?

v(t,x):(élmf)_g/ e e w o dy. (14.12)
Rd

Esta ultima integral se puede calcular explicitamente: en general, para cualesquiera
a,b > 0, completando cuadrados vemos que

alyl* + ble — yf* = [yVa T b -

b 2 ab |

[+ =2l
va-+b a+b
Usando esto podemos calcular la convolucion de dos Gaussianas:

2

—Nuvatbo— -
e—alyl? g—ble—y|? dy = e — 2 || e ‘y o Zare dy
R4 R4

2
=e a+b|5‘2/ ¢ lvvarl dy = (a +b) se a5l '2/ e dz
R4 Rd

g § o~ aplal?
2 Y

(a+b)"2e” ath

=T

donde hemos usado el cambio z = yv/a + b. Si usamos esto con a := %, b:= 4%, obtenemos

/ _l? eyl a (26+1Y\ 2 _1e?
e 2ze @ dy=m2|— e atyz2
R4 4t

Usando esto en (14.12),

IS

l\')

d
A+1\ 72 o 0
u(t,z) = (dnt)"2me (TJ;) e = (2t +1) 3 e,

Deshaciendo el cambio u = e 'v obtenemos la misma férmula que antes.
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14.3. Solucién en un intervalo: separacion de variables

Ahora consideramos la ecuacion del calor en el intervalo [0, L], con condiciones de
frontera tipo Dirichlet. Llamando €2 := (0, L), queremos resolver la ecuacion

Owu=Au  en (0,400) x Q,

u=g ent =0, (14.13)
u=0 en 0f),
Denotamos las variables de u como v = wu(t,z), con t > 0, x € [0, L]. Buscamos

primero soluciones en variables separadas sin tener en cuenta la condicion inicial; esto
es, soluciones del tipo

u(t, z) = ()¢ (z).

La ecuacion en derivadas parciales queda entonces

P ()Y (z) = e(t)9"(z),

lo cual sugiere que debe existir una constante A € R tal que

Pt) ==xp(t),  P'(z) = —M(z),

y la condicién de contorno implica que

¥(0) = (L) = 0.

La ecuacion para i es un problema de Sturm-Liouville que hemos resuelto varias veces,

y sabemos que sus soluciones no triviales son un espacio vectorial generado por
NI
Up(z) = sen(—L ),
donde n > 1 es un entero y 1), correspondiente al valor

2n?

L2
Vemos entonces que las soluciones correspondientes para ¢ son
@n(t) = e_)mt@(o)'

En resumen, hemos encontrado las siguientes soluciones en variables separadas de

(14.13):

A=A, =

m2n?t ™I
un(t,x):exp<— 73 >sen (T)’ t>0,x2€|0,L].

Todas ellas cumplen ademés la condicién de contorno de tipo Dirichlet. Ahora queremos
encontrar una combinacion lineal de las u,, que cumpla ademas la condicién inicial: si

escribimos
(o.@)
U= Z Apuy,,
n=1
entonces

u(0,z) = iAn sen (%),
n=1

lo cual nos dice que debemos tomar como A,, los coeficientes de la serie de Fourier en
senos de g.
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Teorema 14.3.1. Sea L > 0, g € H?([0, L]) tal que g(0) = g(L) = ¢"(0) = ¢"(L), y
sean by, los coeficientes de su serie de Fourier en senos:

> ™I
g = Z bn sen (T) s (1414)
n=1

(La igualdad se entiende como limite en L*([0, L]).) Entonces el problema

Jiu = Au en (0,4+00) x Q,

u=g ent =0, (14.15)
u=0 en OS2,
tiene una solucion dada por
_ - win?t ™I
u(t,z) == Z b, exp ( - Tz > sen (T)’ t>0,z€l0,L] (14.16)

14.4. Solucién en el cuadrado: separaciéon de variables

Podemos hacer lo mismo que en la seccién anterior para la ecuacion del calor en
el cuadrado [0, L] x [0, L], con condiciones de frontera tipo Dirichlet. Llamando € :=
(0,L) x (0, L), queremos resolver la ecuacion

Owu=Au  en (0,400) x Q,
u=g ent=0, (14.17)
u=>0 en 012,

Denotamos las variables de u como u = u(t,x,y), con t > 0, z,y € [0, L]. Buscamos
primero soluciones en variables separadas, esto es, soluciones del tipo

u(t, z,y) = o)1 (r)a(y)

14.5. La ecuaciéon de Schrodinger

Una de las ecuaciones fundamentales en mecanica cuantica es la ecuacion de Schro-
dinger, que modela el comportamiento de una particula en un campo eléctrico:

h2
RO = —— AW + VU, (14.18)
2m

donde
= ¢ representa el tiempo, € R? representa el espacio.

» U =U(t,z) € Ces lallamada funcidn de onda. Una de las diferencias importantes
con otras EDPs que hemos visto es que aqui V(t, x) puede tomar valores complejos.

» V =V(x) es el potencial eléctrico.
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= h= % =1.05 x 1072* J s es la constante de Planck reducida; h = 6.63 x 10734 J s
es la constante de Planck.

= m es la masa de la particula.

La interpretacion de la funciéon de onda W es la siguiente: si medimos la posicion de
la particula en cierto momento ¢, entonces la distribucién que da la probabilidad de
encontrarla en un punto x € R3 es |¥(¢, z)|%. De hecho, la distribucién de probabilidad
del resultado de cualquier medida que hagamos sobre la particula puede obtenerse a
partir de W.

Esta ecuaciéon no puede deducirse a partir de principios fundamentales, y es uno de
los supuestos basicos de la teorfa cuantica. Hay formas mas generales de esta ecuacion
que también se conocen como “ecuaciéon de Schrodinger” en varios contextos, pero ésta
es posiblemente el caso mas extendido. A partir de esta ecuacion pueden deducirse gran
cantidad de propiedades de sistemas cuénticos sencillos, y en particular las propiedades
del atomo de hidrégeno. Hay versiones mas complejas de la ecuaciéon que modelan
atomos mas complicados con varios electrones, pero no vamos a tratarlas aqui. En esta
seccion vamos a ver como usar esta ecuacion para deducir algunas propiedades cuanticas
sencillas.

Una primera observacion es que esta ecuacion puede obtenerse como ecuacion de
Euler-Lagrange del siguiente funcional:

t1 : 2
F(¥) = / / (gl(xp*at\p — Vo, U*) — 2h—|V\1/|2 — V|\11|2) dx dt.
to R3 m

Una de las ideas que llevo a la primera deducciéon de la ecuacion de Schrodinger fue la
siguiente analogia: de la misma forma que la 6ptica geométrica no es una descripciéon
exacta del comportamiento de la luz, la mecanica de Newton tampoco lo es, y requiere
una modificaciéon del mismo tipo. La 6ptica geométrica se deduce del principio de Fer-
mat, pero una teoria mas realista viene dada por la ecuacién de ondas. De la misma
forma, la teoria de Newton se deduce del principio de accién estacionaria, y una teoria
maés realista debe obtenerse a partir de un principio comparable para una ecuacién de
ondas. Esto es por supuesto un razonamiento no riguroso, pero tiene una importancia
historica porque fue la idea que llevo al descubrimiento de (14.18).

Matematicamente, la primera técnica que podemos intentar para resolver (14.18) es
la separacion de variables. Si buscamos una solucion del tipo

V(t,z) = f(O)®(z),

entonces vemos que

ihatf(t) _ h_2A<I>(g;-)

0 e
(siempre que f(t) # 0, ®(z) # 0,) lo cual sugiere que debe ocurrir
iho,f(t) = Ef(t), (14.19)
—%A@(I) + V(z)®(z) = E®(z) (14.20)

para cierta constante E. La primera ecuacién tiene la soluciéon inmediata

(1) =exp (700,
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y la segunda es una ecuaciéon muy conocida que se llama ecuacion de Schrodinger esta-
cionaria (y a veces se le llama también ecuacion de Schrodinger simplemente).

Adimensionalizacién. Podemos elegir las unidades de forma conveniente para sim-
plificar la ecuacion un poco. Se suelen elegir las unidades de manera que h=m =e =1
(donde —e es la carga del electron); las unidades resultantes se llaman unidades atomi-
cas. En estas unidades la ecuacion queda

1
y la ecuacion estacionaria (14.20) es ahora

1
~5AP+ V= EQ. (14.22)

Una vez hechos los calculos de esta forma es facil traducir los resultados a las dimen-
siones usuales, de forma que trabajaremos siempre con estas expresiones.

Propiedades basicas
1. Linealidad - principio de superposicion.
2. Reversibilidad en tiempo (frente a conjugacion).

3. Conservacion de [ |¢]2.

14.5.1. La particula libre en R?

Cuando el potencial V' es nulo, la ecuacion de Schrodinger es
0,0 = %A\p. (14.23)

Con el mismo método que para la ecuacion del calor (por ejemplo, usando la trans-
formada de Fourier) podemos encontrar una solucion explicita, con condiciéon inicial
\IJO:

Jz—y|?

U(t,x) = (47rt)’g /Rd Uo(y)e" 2t dy, (t,z) € (0, +00) x R™ (14.24)

Ejercicio 14.5.1. Si ¥, es una funcién continua y acotada, demuestra que la expresion
anterior es solucion de (14.23). Demuestra que ademas cumple la condicién inicial, en
el sentido de que

lim ¥ =0 <.

lim (t,x) o(z), relR

Para esto ultimo puedes suponer que ¥, es C* y de soporte compacto. Esta parte de
la pregunta no es facil; debes buscar informaciéon en referencias que traten sobre la
ecuacion de Schrodinger. Una estrategia que puedes usar es el llamado método de la
fase estacionaria.
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14.5.2. Ejemplos en dimensién 1

Para entender el comportamiento de la ecuacion (14.18) podemos estudiar la misma
ecuacion, pero en dimension 1, lo cual es una especie de “modelo de juguete” con el que
los calculos son mas faciles. Vamos a considerar la ecuacién estacionaria:

1
— ¥+ Ve = B9, (14.25)

donde ®: R — C es la incognita.

Particula libre

El ejemplo més sencillo es el caso con V = 0,

- %cp" = E®. (14.26)

Normalmente buscamos soluciones tales que |®|? sea integrable con integral 1. En este
caso no hay soluciones asi; las soluciones acotadas son

®(x) = Asen(zV2E) + Bcos(zV2E).

Particula en una caja

Supongamos que tenemos una particula confinada a una “caja” de longitud L. Un
modelo para esto es suponer que el potencial es V = 0 en el intervalo [—L/2, L/2] y V =
+oo fuera de [—L/2, /2], de forma que ninguna particula clasica (con ninguna energia)

puede salir de esa region. En este caso buscamos una solucion ¢: [-L/2, L/2] — R que
cumpla
1
— 50 =E®,  wel-L/2,L/2, (14.27)

con la condicién

O(—L/2) = B(L/2) = 0.

Las soluciones de esta ecuacion se pueden encontrar de forma directa. Son

O(x) = Acos <$), para n > 0 impar,
®(x) = Bsen (?), para n > 0 par,
que corresponden a los valores
n?m?
202

Particula en un pozo de potencial finito

L/2
DR L RS 7
0. ki<

Ahora consideramos

y queremos resolver la ecuacion

1
—¥+Ve=Ee,  seR (14.28)
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Es decir:
1 "
—§(I> = (£ —0)9, |z| > L/2,
1 "
—§<I> = FEOo, lz| < L/2.

Vamos a buscar por el momento solamente soluciones tales que |®|? sea integrable
en R, que corresponden a estados confinados de la particula, y que sean derivables
en sentido débil al menos dos veces, de forma que podamos decir que se cumple la
ecuacion en sentido débil. Para esta tultima condicién de regularidad, en la practica lo
que haremos serd exigir que la solucion sea de clase C?.

La primera observacion es que cada espacio propio de este problema tiene que tener
dimension 1, ya que el espacio de soluciones de una EDO de segundo orden tiene
dimension 2; si imponemos la condicion de que lim,_, o, ®(z) = 0 el espacio resultante
tiene dimension 1 (;puedes hacer este argumento de forma rigurosa?).

La segunda observacién que hacemos es que las funciones propias tienen que ser
simétricas o antisimétricas, por el siguiente motivo: si ® es una funcién propia que no
es antisimétrica, entonces

d(z) == d(x) + O(—x)

es una funcién propia asociada al mismo valor propio, que ademas es simétrica. Como

los espacios propios tienen dimension 1, deducimos que ® tiene que ser simétrica.
Esto simplifica mucho nuestro problema. Buscamos primero las funciones propias

simétricas. Para que sean de cuadrado integrable debe ocurrir que £ —v <0y

d(z) = Ae~ell, |z| > L/2,
con o := /—2(F — v). Dentro del intervalo [—L/2, L /2] debe ocurrir que £ >0y
®(x) = Bcos(wx),

donde w := v/2E. (No hay funciones propias con E < 0, ;puedes demostrarlo?). Como
la funcion ® debe ser C', deben cumplirse las condiciones

Ae™®"? = Beos(wL/2),  —Aae *"?* = —Bwsen(wL/2).

Estas ecuaciones tienen solucién no trivial cuando

gL/ cos(w /o
0 = det (—ae‘o‘L/2 o s«e(n(fu/l?/)2)> = —e 2 (wsen(wL/2) — acos(wL/2)).

Es decir, cuando

tan(wlL/2) = g,
w

o escrito de otra forma,

. (L@) /2B -v)
2

Esta ecuacion tiene un nimero finito de soluciones, que no podemos escribir de forma
analitica.
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14.5.3. La particula libre

* Ondas planas
* Solucién fundamental
* Solucién con condicion inicial dada

14.5.4. El Atomo de hidrégeno

Para un atomo de hidrogeno el potencial que consideramos es el generado por el

protéon del nucleo:
Ze? Z

dmeolt] — Ja

V(z) =

’

donde la expresion simplificada es debido al uso de unidades atémicas. La correspon-
diente ecuacion de Schrodinger estacionaria es entonces

- 3A%() = Z0(x) = FO() (14.29)

Para resolverla vamos a buscar soluciones en variables separadas, pero escribiendo ¢
en coordenadas esféricas. Las coordenadas esféricas estandar (r, 6, ¢) (ver Seccion B.4)
vienen dadas por

X =rsenycosf
y = rsen psenf
2 =17rcosy
y el operador laplaciano puede expresarse en coordenadas esféricas como

1

1
AP = — 20,®) + —— Q)+ ———020.
r2 O (T O ) + r2sen Spﬁp(sen P0,®) + r2(sen 90)286
Si buscamos una solucién de la forma
®(z) = R(r)O(0)2(v)
entonces, usando separacion de variables, debe ocurrir que
1
—5& (r°0,R) —rZR = Er*R — AR, (14.30)
)
— P) + ———020 = \OP 14.31
sengpa@(sen ©0,P) + (sen @)239@ \C) (14.31)

para cierto A € R. La ecuacion angular (14.31) es la misma que la ecuacion (D.3) que
aparece en el calculo de los armoénicos esféricos. Como se ve en la seccion D usando
la ecuacion de Legendre asociada, la ecuacion (14.31) tiene soluciones acotadas sélo
cuando m es un entero, y A = —¢(¢ + 1) con ¢ > |m| un entero. Las soluciones se
pueden escribir explicitamente en términos de los polinomios de Legendre.
Estudiamos ahora la ecuacion (14.30). Podemos simplificarla un poco como

1 1 1
——R'—-R—~-ZR=FR - iR.
2 r r r2
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Capitulo 15

Ley de accién de masas

La ley de accién de masas es un principio general que debe cumplir la velocidad
a la que ocurre una reacciéon quimica. Es una que se cumple con gran aproximacion
en muchos contextos, pero no es una ley fisica exacta. Una reacciéon quimica es un
proceso en el que intervienen ciertas sustancias llamadas reactivos o reactantes, que
se transforman en otras sustancias llamadas productos. Si denotamos las sustancias
que actian como reactivos por Ry, Rs, ..., R, v las sustancias que se obtienen como
productos por Py, Ps, ..., P,, normalmente denotamos la reacciéon quimica por

a1R1 +CL2R2+"‘ +CLan — b1P1 +bQP2++mem, (151)

donde los nameros aq,...,a,,bq,...,b, son enteros no negativos llamados coeficientes
estequiométricos, que representan el nimero de moléculas de cada reactivo y cada pro-
ducto que intervienen en la reacciéon. Por supuesto, algunos de los productos pueden
ser las mismas sustancias que algunos de los reactivos, asi que podemos escribir una
reaccion general como

CL1X1 + CLQXQ + -4 CLan — b1X1 + b2X2 + -4 ann, (152)

donde varios de los coeficientes pueden ser 0.

Ley de acciéon de masas: La velocidad a la que ocurre una reaccion quimica es
proporcional a cada uno de los reactivos que intervienen en la reaccion.

Si denotamos las concentraciones de cada una de las sustancias X; por z;, la ley
de accion de masas nos dice que la velocidad de la reacciéon (15.2) es proporcional a
xtag? ... a8, La constante de proporcionalidad se llama constante de la reaccion. A
veces, si queremos especificar la constante de reaccion, escribimos la reacciéon quimica
como

CL1X1 + CL2X2 + -4 CLan — b1X1 + b2X2 + -4 ann, (153)

donde A\ > 0 es la constante de reaccion. En general, debido a la reaccion (15.3), la
derivada en tiempo de la concentracion z; de la sustancia X; es

d
dt

an

;= ANb; — a;)x as? .o

149
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Ejercicio 15.0.1. Consideramos el siguiente sistema de reacciones quimicas, con cons-
tantes de reaccion kq, ko, k3, kg > 0:

Al x ox 4y F3x

B+X®yvy+D x5 E

1. Usando la ley de acciéon de masas, escribe la ecuacion diferencial ordinaria que
satisfacen las concentraciones x,y de las especies X, Y.

2. Suponiendo que las concentraciones de A y B son constantes (e ignorando la
concentracion de D y FE), encuentra todos los posibles valores de equilibrio de

x,y.

Soluciéon. 1. Las ecuaciones obtenidas de la ley de acciéon de masas son

t = kia + kox’y — ksbx — kyz,
Y = —kyxy + ksba.

2. Poniendo 2’ = iy’ = 0 en las ecuaciones anteriores obtenemos

0 = kia + kox®y — ksbx — kyz,
0 = —kox®y + ksbx,

lo cual implica = = kya/ky, y = k3b/(kox) = k3b/(kakyia). El equilibrio es tnico.
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Algunos modelos de poblaciones
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Capitulo 18

Inestabilidad de Turing

Si tenemos unas cuantas sustancias quimicas que reaccionan segiin una lista deter-
minada de reacciones, sabemos cuél es la evolucion en tiempo de las concentraciones
gracias a la ley de accion de masas. Normalmente (al menos cuando hay balance deta-
llado) los equilibrios de este sistema son estables. Si consideramos el mismo conjunto
de reacciones con difusién en espacio, entonces las mismas concentraciones constantes
en espacio son también un equilibrio. En principio es posible que al anadir la difusion
haya otros equilibrios nuevos, no constantes en espacio.

Se conoce como inestabilidad de Turing al siguiente fenémeno: hay reacciones qui-
micas que tienen un equilibrio estable, pero que se vuelve inestable cuando tenemos en
cuenta la difusiéon. Es un fenémeno que va en contra de la intuiciéon porque uno tiende
a pensar que anadir difusién a una ecuaciéon en todo caso podria tener el efecto de
favorecer la estabilidad, no evitarla. En esta seccién vamos a ver alguna evidencia de
que esto es asi, y a dar condiciones que nos digan cuando puede pasar.

Consideramos un dominio abierto y acotado  C R? y dos sustancias A, B en (2 con
concentraciones u = u(t,x), v = v(t,z), dependientes del tiempo ¢ > 0 y la posicion
x € (). Sus concentraciones evolucionan segun el siguiente sistema de reaccion-difusion:

Ou = D1Au + ,
= Dyfut fi{u,v) (18.1)
aﬂ) = _DQAU + f2(U, U)
con condicion de contorno de tipo Neumann,
Vu-N=Vv-N=0 en O0f). (18.2)

Si las concentraciones son homogéneas en espacio (es decir, u,v no dependen de x)
entonces obtenemos un sistema de ecuaciones ordinarias,

d

EU = fi(u,v)
I (18.3)
T fa(u,v).

Supongamos que U = U,V = Uy es un equilibrio de (18.3) (y por tanto u(t,z) =
Uso, V(t, ) = Vs es un equilibrio de (18.1), homogéneo en espacio). Nos preguntamos
qué condiciones deberian cumplir fi, fo, D1, Do para que este equilibrio sea estable para
la ecuacion (18.3) e inestable para la ecuacion (18.1)—(18.2).
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Estudio de estabilidad de la ecuacidén sin difusién. La forma estandar de estu-
diar la estabilidad del sistema (18.3) es considerar su linealizacién en torno al equilibrio
(Uoos Voo): si definimos las fluctuaciones U, V' alrededor del equilibrio por

U= U + U, V=1Uy+V, (18.4)

entonces U, V satisfacen aproximadamente (a primer orden) la ecuacion lineal

d

d_U = CL11U+ a12V

dt (18.5)
d_tV = CL21U + CLQQV,

donde la matriz A = (a;;); j=12 es la matriz jacobiana en (ue, V) de la funcién que
define la ecuacion (18.3):

aix a2 V f1 (oo, Uoo))
A= = . 18.6
(CL21 a22) (Vf2<u007 Vo) ( )
No es dificil ver lo siguiente:

Lema 18.0.1. Consideramos una matriz A = (a; ;); j=12 de tamano 2 x 2.

1. Todos los valores propios de A tienen parte real negativa si y solo si

tr A <0, det A > 0. (18.7)

2. FExiste un valor propio de A con parte real positiva si y solo si

trA>0 obien detA <O.

Demostracion. La demostracion es directa: los valores propios de A son

1
_ 2 _
2<trA:i: V (tr A) 4detA).

[]

En el caso 1 sabemos que el equilibrio (s, V) €s estable para (18.3); en el caso
2 sabemos que es inestable. En el caso complementario (cuando alguno de los valores
propios tiene parte real 0) no podemos decir nada de la ecuacion no lineal (18.3) mirando
solamente su linealizacion (18.5).

Como estamos buscando condiciones que nos aseguren la existencia de una inesta-
bilidad de Turing, a partir de ahora supondremos que se cumple (18.7).

Estudio de estabilidad de la ecuacién con difusién en dimensién 1. Pode-
mos estudiar ahora la linealizacion de la EDP (18.1) en torno al equilibrio homogéneo
(Uoos Voo): de nuevo definiendo las perturbaciones U, V' como en (18.4), en la aproxima-
cion de primer orden tenemos

U = Di1AU + a1U + a5V,
t 1 a11 a12 } (18.8)

0V = DyAV + as1U + anV,
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siempre con la condicion de contorno del tipo (18.2). Como primer paso consideremos
el caso en dimension 1, de forma que 2 es un intervalo abierto y acotado de R.

U = D10,U + anU + a2V,
(18.9)
(‘M/ = Dg@xV + aglU + a/22V
Podemos buscar soluciones particulares del tipo
u(t, z) = are” cos(wz), v(t, ) = e’ cos(wz), (18.10)

para ciertos o0 € C, w > 0. Para cumplir las condiciones de contorno es necesario que

nmw .
w = T para cierto n > 0 entero.

El caso n = 0 corresponde a las soluciones de (18.9) homogéneas en espacio. Si encon-
tramos alguna de esta forma con o > 0 entonces el sistema (18.9) es inestable, y la
ecuacion no lineal (18.1) es linealmente inestable en torno a (s, Vs ). (La pregunta de
si la ecuacion no lineal (18.1) es estable o no es mas dificil de justificar rigurosamente,
pero en general esperamos que el equilibrio (us, v ) de (18.1) sea inestable siempre
que es linealmente inestable.)

Usando la forma (18.10) en (18.9) y cancelando e“! cos(wx) obtenemos

2
oo = —Dlw a1 +anaq + 1909, }

2
o0 = —Dgw Qg + Q911 + A2s.

Es decir: o es un valor propio de la matriz

A, = (all - Dlw2 12 ) _

2
21 azy — Dow

De la discusion anterior conocemos una condiciéon sencilla para que esta matriz tenga
un valor propio con parte real positiva: tiene que ocurrir que su traza sea positiva, o
bien que su determinante sea negativo. Su traza no puede ser positiva porque es méas
pequena que tr A, que estamos suponiendo que es negativa (por (18.7)). Asi que la tnica
posibilidad es que su determinante sea negativo:

2 2
(a1 — Diw?)(ags — Dow?) — ajaaz; < 0,
que reorganizando los términos es

D1D2w4 — (D1a22 + Dzan)wz + det A < 0. (1811)

un inomio cuadrati n w n primer y dltim ien itivo. Par
Esto es olinomio cuadratico en w?, co e Itimo coeficiente positivo. Para

que pueda ser negativo en algin valor de w? (que es siempre > 0) tiene que ocurrir al
menos que
Diags + Dsagq > 0. (1812)

Aqui vemos que para cumplir esto las difusiones D, y Dy no pueden ser iguales, ya que
a1 + agn < 0. Ademas tiene que ocurrir que el polinomio (18.11) efectivamente tenga
valores negativos; es decir, que su discriminante sea positivo:

(Dyags + D2Cl11)2

det A
cta < 1D, Dy

(18.13)
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Por tltimo, tiene que haber un valor admisible de w? que esté dentro del intervalo donde
el polinomio (18.11) es negativo: tiene que existir un entero n > 1 tal que

D16L22 + D2a11 — \/(D1a22 + DQCLH)Q — 4D1D2 det A
TL27T2
< 7 < Diasg + Doary + \/(D16L22 -+ D2a11)2 — 4D, D, det A. (1814)

Observamos que si se cumple (18.14) para algin n > 1, entonces también se cumple
(18.12), asi que podemos eliminar (18.12) de nuestra lista de condiciones. Finalmente
hemos encontrado un conjunto de condiciones que nos aseguran que hay una inestabi-
lidad de Turing, al menos en el sentido linealizado:

Teorema 18.0.2. Consideramos el sistema de reaccion-difusion

O = DlAu+f1(u7U) } (18.15)

dyv = DaAv + fou,v)

planteado para funciones u = u(t,z), v = v(t,x) definidas en [0,+00) x [0, L], con
L,Dy, Dy > 0 dados, fi, f> € CH(R?). Supongamos que Uy, Vs son tales que

fl(uomvoo) =0= f2(uooavoo)7

y llamemos (a11,a12) = Vf1(tso, Vo), (a21,a22) = V fo(Uos, Vo). Supongamos que se
cumplen las siguientes condiciones:

ay + az <0, a11a22 — ai2a21 > 0,
det A < (Dyage + Dzan)2
4D, D, ’

eziste n € N tal que se cumple (18.14).

Entonces el equilibrio (us, Vo) €s estable para perturbaciones homogéneas del sistema
(18.15), pero linealmente inestable.

El resultado anterior nos dice cuales son las soluciones del sistema linealizado (18.9)
que divergen: son de la forma (18.10), con w = nw/L, y o dado por

1
o=3 <trAw + \/(trAw)2 — 4detAw> )
Esto nos sugiere la forma que toman las soluciones inestables inicialmente: esperamos
que sea parecida a la funcion (18.10) correspondiente al mayor valor posible de w (que
es la solucion que diverge mas rapido).



Apéndice A
Formulas trigonométricas utiles

Seno y coseno de la suma de angulos

sen(a + () = sen a cos 8 + cos asen 3

cos(a + ) = cos avcos f — sen asen 3

Productos de senos y cosenos

cos(a) cos(B) = %(cos(oz — B) + cos(a + B)),
sin(a) sin(f) = %(sin(a — ) — cos(a + B)),
sen(a) cos(f) = %(sin(a + B) + sin(a — 3)).
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Apéndice B

Calculo en varias variables

B.1. Notacion para las derivadas

Si f: D — R es una funcién definida en un abierto no vacio D C R, para denotar
sus derivadas parciales normalmente elegimos un nombre “estdndar” para las variables
de f. Por ejemplo, si llamamos =z = (x1,...,2,) a un punto genérico de D, entonces
escribimos la derivada parcial de f con respecto a la variable n-ésima en el punto x

e f(x—i—hen)—f(a:)

cuando dicho limite existe, donde 1 < n < d y donde e, es el vector n-ésimo de la base
usual de R? (el vector que tiene 1 en la componente n y 0 en las demds). A veces las
variables de la funcién f tienen un nombre especifico y entonces escribimos las derivadas
parciales usando ese nombre. Por ejemplo, si escribimos f = f(t,z) (cont € R, z € R),
entonces sus derivadas parciales son

como

(B.1)

atfa 8wf

Para las derivadas parciales de orden superior usamos normalmente la notacién con
exponente:

O 1, 8 f (B.2)
o, para las parciales cruzadas,
0y, O, [ (B.3)
con n,m € {1,...,d}. A veces por brevedad usamos
Orpan | (B.4)

en lugar de (B.3).

También usamos a veces la notacién con multiindices para las derivadas parciales.
Un multiindice de dimension d es un vector a = (ay,...,aq) donde cada una de las
componentes o, es un entero mayor o igual que 0. El orden de un multiindice a de
dimension d es

la] == a1 4+ -+ + ag.

Escribimos 0“ f para denotar
o f =05 ... 074 f.
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B.2. Diferenciabilidad

En conjuntos abiertos la siguiente definiciéon de regularidad C* es estandar:

Definicion B.2.1. Sea D C R? un abierto no vacio, f : D — R una funciéon y k > 0
un entero. Decimos que f es de clase C* en D (escrito a veces f € C*(D)) cuando f es
continua en D y todas las derivadas parciales de f de orden menor o igual que k existen
y son continuas en D.

Observa que la definicién anterior se hace solo en conjuntos abiertos D. En un
conjunto no abierto en general no sabemos definir las derivadas parciales de f y no
hay una definicién estdndar de “clase C*”. Sin embargo, hay una extensioén sencilla de
la definicién anterior para conjuntos que son un abierto, méas algunos de los puntos de
su frontera:

Definicion B.2.2. Sea D C R? un abierto no vacio, C un conjunto tal que D C C' C D,
f:C — R una funcién y k > 0 un entero. Decimos que f es de clase C* en C' (escrito
a veces f € C*(C)) cuando f es continua en C' y todas las derivadas parciales de f de
orden menor o igual que k existen en D, son continuas en D, y tienen una extension
continua a C'.

Ejercicio B.2.1. Sean U, D C R? abiertos con U € D C U. Si f € C*({U) y sus
derivadas parciales de orden menor o igual que k tienen una extension continua a D,
entonces f € C*(D).

Ejercicio B.2.2. Demuestra que la definicion B.2.2 depende s6lo del conjunto C' y no
de cuél sea el abierto D. Es decir: si Dy, Dy son abiertos no vacios tales que

DiCcCCDi, DyCCCDy,
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua en C'y todas las derivadas parciales de f de orden menor o igual
que k existen en Dq, son continuas en D;, y tienen una extensiéon continua a C'.

2. f es continua en C'y todas las derivadas parciales de f de orden menor o igual
que k existen en Do, son continuas en Ds, y tienen una extension continua a C'.

La definicion B.2.2 incluye conjuntos cerrados de la forma [a,b] con a < b o semi-
cerrados de la forma (a, b o [a,b) (siempre con a < b), y en general cualquier conjunto
A CRY tal que A C int(A).

Cuando tenemos una funcién f € C¥(C'), con C un conjunto como el de la definicion
B.2.2, y z es un punto de 9C, estrictamente no podemos escribir 0% f(z) (con a un
multiindice de orden < k), ya que la derivada parcial no tiene por qué estar definida en
un punto de la frontera. En un punto de la frontera escribiremos 0% f(x) para referirnos
al valor de la extension continua de 0%f en z. Esto es un valor bien definido por lo

siguiente:

Ejercicio B.2.3. Sea D C R un abierto no vacio, f : D — R es una funcién continua
y C' C R? un conjunto tal que D C C' C D. Demuestra que si existe una extensién
continua de f definida en C, dicha extension es tnica.
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B.3. Operadores diferenciales comunes

Gradiente Si f: R? — R es una funciéon de clase C! entonces
Vf(x):= (0 f(z),...,05,f(2)) para x = (z1,...,14) € R%

Divergencia. Si X: RY — R? es un campo de clase C!, cuyas coordenadas denotamos
como X = (Xj,...,Xy), entonces

div X (x) := 0, X1 (x) + - - + 0y, Xa(2) para © = (z1,...,1q4) € R

Laplaciano Si f: R? — R es una funcién de clase C? entonces

Af(x):=03 flx)+-- + 2 f(x) para © = (z1,...,14) € R

B.4. Coordenadas esféricas en R3

A veces, sobre todo en situaciones con simetria esférica, es conveniente describir los
puntos (o vectores) de R? usando el radio r € [0, +00) (la distancia al origen), el azimut
6 € [0,27) (el dngulo en radianes que forma el eje = con la proyeccion del vector en
el plano xy) y el dngulo polar ¢ € [0,7] (el d&ngulo en radianes que forma el vector
con el eje z). Estas coordenadas se conocen como coordenadas esféricas, y una notacion
usual es (r,0, ) para (radio, azimut, dngulo polar). En fisica es comin intercambiar
el significado de 6, ¢; nosotros usaremos siempre  para el azimut y ¢ para el dngulo
polar.

Z
l"lﬂ D If\‘
x(10,0)
ar
/N
]
, |
/ ]
/ |
QO . I
AT 1
A’ !
A1, ]
) , .
Vi 1
~—WV-~ ,f|'
v 7
ay N
4 N

X

Figura B.1: Representacion grafica de las coordenadas esféricas, indicando el radio r, el
azimut 6, y el &ngulo polar ¢. (Tomada de Wikimedia Commons por Dmcq [CC BY-SA
3.0])

En la descripcién de coordenadas terrestres estas coordenadas son esencialmente
el radio, la longitud, y la latitud, con la diferencia de que la latitud se mide desde el
ecuador, pero el angulo polar se mide desde el Polo Norte (eje z).


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:3D_Spherical_2.svg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0)
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0)
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La relacion entre las coordenadas cartesianas usuales (z,y, z) y las esféricas es

r=/r?+y?+ 22

Y
o . f = arctan =
y = rsen psen f con inversa T

x = rsenycosf

z

a2+ y?+ 22

Z2=TCosp (p = arc cos

Siempre usaremos el rango
0<r<+4oo, 0<f0<2m, 0<p<m.

Con mas precision, el cambio entre las coordenadas esféricas y las usuales se puede
describir como la aplicaciéon

X:[0,400) x [0,27) x [0, 7] — R?
X(r,0,p) = (rsenpcosf, rsenpsend, rcosy).

Para los puntos del eje z el azimut # no tiene sentido, de forma que el punto de coorde-
nadas (0,0, z) no tiene una tnica descripcion en coordenadas esféricas. Si eliminamos
el eje z, entonces la aplicacion

X: [0, +00) x [0,27) x (0,7) = R*\ {(0,0,2) | z € R}
X(r,0,p) = (rsengpcosf, rsenpsend, rcosyp)

es biyectiva, con inversa

U: R\ {(0,0,2) | 2 € R} — [0, 4+00) x [0,27) x (0, )

V(r,y,2) = (\/1‘2 +y? + 22, arctang, arc cos : ),
r Va2 4y + 22

con la convencién de que arctan% = m/2 para y > 0, arctan% = 37/2 para y < 0.

Jacobiano Para usar este cambio de variables en integrales necesitamos su jacobiano,
que puede calcularse de la siguiente forma:

Jac X (7,0, ) = det(0,X, 09X, 0,X).
Teniendo en cuenta que los vectores

0, X = (senpcosf, senypsend, cosyp),
Oy X = (—rsenpsend, rsenpcosf, 0),

0,X = (rcospcosf, rcospsent, —rsenyp)
son ortogonales entre si, tenemos que

Jac X (r,0,¢) = det(9,X, 0pX,0,X) = |0, X| |0 X ||0,X| = r* sen .
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B.4.1. El laplaciano en coordenadas esféricas

Dada una funcion f = f(r, 6, p) en coordenadas esféricas, nos gustaria expresar su
laplaciano en funcion de sus derivadas con respecto a (7,6, ¢). El resultado final al que
vamos a llegar es que

Af = %2& (r*0.f) + 5 O f + %gp@w(sen 00y f). (B.5)

r? (sen ©)
Esto se puede probar mediante una aplicacion directa de la regla de la cadena, calcu-
lando 0., 0y, 0. en funcion de 0y, s, O, y a partir de esto calculando 07, 92, 7. Es
un célculo horrible que al final da una féormula bastante sencilla, lo que sugiere que hay
una manera mas facil de hacerlo. Una idea que simplifica mucho las cuentas es expresar
el gradiente y la divergencia en una base distinta, mejor adaptada a las coordenadas
esféricas. Si escribimos las coordenadas como

X(r,0,¢) = (rsengcosf, rsenpsend, rcosp)

y llamamos

1
Uy = W&X = (sen pcosf, senpsend, cosy),
= ——0pX 0 6, 0
Vg |09X| h X = (—senf, cosb, 0),
1
Uy = MQPX = (cospcosf, cospsenl, —senp),

vemos que (v, vg, v,) es una base ortonormal de R3. Tenemos por tanto
V =uv.(v, - V) 4+ vg(vg - V) + v,(v, - V).
Por la regla de la cadena, tenemos también que
Of=Vf-0,X=v-V,
Ogf =V [f-0sX =rsenpuvg- VS,
Oof =Vf-0,X=rv,-VFf,
luego

1 1
V =,0, + V90 + —V,0,,.
rsen r

Para calcular A = V - V podemos usar que los vectores (v,,vg,v,) son ortogonales y
que

000, = 0, Vg0V, = sen V0,0, = 1,
Uraﬂ)g = O, 1}9891)9 =0 Uwawl)g = O,
00,0, = 0, VpOyv, = COS @, V0,0, = 0.

Usando esto,

1 1 1 1
A=V-V = (v0, Jg + —v,0,) - (V0 Op + —v,0,
(00, + rsencpve o + rv(p ) - (0,0, + senapve o + vgp )
1 1
= O+ Ot O 4 Lo, - 82 Y 5,
r r2(sen ¢)? r2sen

que es lo mismo que (B.5).
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B.5. Coordenadas esféricas en R?

Hay una extension de las coordenadas esféricas a R?, que se puede obtener teniendo
que cuenta que si fijamos la ultima coordenada x4, el resto de coordenadas estan en una
esfera de dimension d—2, de forma que podemos definir las coordenadas recursivamente.
Por ejemplo en R*, dado un vector z = (z1,...,z4) € R, si ) es el angulo que forma
x con el eje x1, esto resulta en

T1 = rCos Y1,

donde r sigue denotando el radio (el moédulo del vector ). La longitud de la proyeccion
de x en el plano {z; = 0} es
r’ = rsen ;.

Usando las coordenadas en dimension 3 con 7’ en lugar de r (e identificando por convenio
(I% L3, l‘4) = <Z7 xz, y)7 (Sov 9) = (902a 903)) tenemos

T1 = TrcCos pq,
T9 = T Sen Qg COS Ya,
T3 = T sen e sen g Cos Ys.

T4 = T S€I Y1 S€1 Yo SEN Y3,

donde @1, o € [0, 7] v @3 € [0,27). La generalizacién a R? que se obtiene recursivamente
es

Ty = Trcosyq,
T; = T'SEN (Y1 -+ - SN Y; _1 COS P;, 1=2,...,d—1,

Tq=Tsenpp---senpq_1,

donde 1,9, ...,04-2 € [0,7] ¥ pa—1 € [0,27). El jacobiano de esta transformacion
puede calcularse de forma parecida al caso de dimensiéon 3, ya que los vectores

Ox, Opx,  i=1,...0i—1
son ortogonales, con norma
0,x] =1, |Opx| =rseng; ---sen; 1, i1=1,...,d—1,

cuyo producto es igual al jacobiano:

d—2
J&Cl’(?"’ Pls- - Sodfl) = Tdil H Sen“@i)dfl—i'
=1

B.6. Derivacion bajo la integral

Teorema B.6.1 (Derivacion bajo la integral). Sea Q C RY un abierto no vacio, I C R?
un intervalo abierto no vacio, f: I x Q — R una funcion (que denotamos f = f(t,))
tal que

1. Para cada t € I, la funcion x — f(t,x) es integrable en €).
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2. Para cada x € Q la funcion t — f(t,x) es una funcion C* en I.
3. Eziste una funcion M : Q — [0,400) tal que
|0 f(t,z)| < M(z), reQ tel, (B.6)

/QM(:U) dr < +oo.

Entonces existe la derivada %fg f(t,x)dz para todo t € I, la funcion O,f(t,x) es
integrable en ) para todo t € I fijo, y se cumple que

i/f(t,x) dx:/atf(t,x) de  paratodote . (B.7)

Corolario B.6.2 (Derivacion bajo la integral para f continua / C* en t). Sea Q C R?
un abierto acotado, I C R* un intervalo abierto, f: I x Q — R una funcion continua
(que denotamos f = f(t,x)) que ademds es C* en la variable t; es decir,tal que O, f(t, )
es una funcion continua en I x Q. Entonces existe la derivada % Jo, f(t, ) dz para todo
tely

i/ f(t,z)de = / Oif(t,x)dx  para todo t € 1. (B.8)

B.7. Teorema de la divergencia y férmulas de Green

Teorema B.7.1. Sea d > 2 un entero, Q C R%, un abierto acotado con frontera de
clase C?, X : Q — R un campo vectorial de clase C*. Entonces

/Q div(X(y)dy = [ X(y)-n(y)dS(y).

19)
donde 1(y) denota el normal exterior a OS2 en el punto y.
Corolario B.7.2. Sea Q2 C R? un abierto acotado con frontera de clase C*, X: Q — R?

un campo vectorial de clase C*, f: Q — R de clase C*. Se cumple que

/Q div(X (y))f(y) dy = — /Q X(y) - Vf(y)dy + ” fW)X(y) - n(y)dy,

donde n(y) denota el normal exterior a 0X) en el punto y.

Corolario B.7.3. Sea Q C R? un abierto acotado con frontera de clase C', f,g: Q& — R
de clase C'. Se cumple que

/Q Vo(y)f(y) dy = - / o)V dy+ | Fu)aunta) du

donde n(y) denota el normal exterior a 0X) en el punto y.
Sif,g: Q — R son de clase C* y tales que |Vg|f es integrable en RY y |z|4 1 f(x)g(x) —
0 cuando x — +00, entonces |V f|g es integrable en RY y

Vo)) dy = = [ gV

R4
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Apéndice C

Ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales

Una ecuacion diferencial ordinaria lineal es una ecuacion del tipo

Y™ = ag(t)y + - + an_1 )y +b(t), (C.1)
donde ag,...,a,-1,b : I — R son funciones definidas en un intervalo I C R. Normal-
mente consideramos [ un intervalo abierto y suponemos que ag, . . ., a,_1, b son continuas

en I. En el caso de una ecuacion de primer orden la expresion general es

y = a(t)y + b(t). (C.2)

Por otra parte, un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1 es
una ecuacion del tipo

7' = A(t)a + b(t), (C.3)

donde ahora la incognita = es un vector dependiente del tiempo z : I — R%, A es una
matriz A : [ — Mgyq v besun vector b : I — R?. Por supuesto, en el caso de dimensién
d =1 la ecuacion (C.3) se reduce a (C.2).

La ecuacion de orden n (C.1) puede reescribirse como un sistema de ecuaciones de
primer orden: es equivalente a las n ecuaciones

Y =Y, (C.4)
: (C.5)
Yri—l = an (06)
V! = ao()Yi + a1 (8)Y, + b(t), (1)

donde Y; = 3. Esto puede escribirse en forma matricial como
Y' = A(t)Y + B(t), (C.8)

donde

Y =(y,y,...,y" D), (C.9)
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la matriz A es

0 1 0 0

0 0 1 0 0
Ay:=| = 0 T T C.10
0 0 o -+ 0 1 0 ( )

0 0 0 1

ao(t) ay (t) an_l(t)
y el vector B es
0

B(t) := O . (C.11)

La ecuacion de orden n (C.1) es completamente equivalente al sistema de n ecuaciones
de orden 1 (C.8). Esta ultima forma resulta util porque la teoria para sistemas de
ecuaciones de primer orden suele ser mas comoda de escribir.

Solucién de la ecuacién lineal homogénea Un sistema lineal homogéneo de ecua-
ciones lineales puede resolverse explicitamente en algunos casos:

Supongamos que A(t), A(s) conmutan para todo t,s € I. Entonces el sistema de
ecuaciones de primer orden

= A(t)z, (C.12)

(con la misma notacién que antes: A(t) es una matriz) tiene como solucién general

() = o A9, (C.13)

donde ty € I es un punto cualquiera, y C' € R es un vector (escrito como columna).

La exponencial que aparece en esta expresion es la exponencial de una matriz, que
puede definirse de varias formas analogas a la exponencial de niimeros reales. Una de
las posibles definiciones es la siguiente: si (¢1,...,¢,) es un sistema fundamental de
soluciones de (C.12) tal que

gbi(to):e,-, izl,...,d,

con e; el vector i de la base usual (que tiene un 1 en la posicion i, y 0 en las demaés),
entonces ‘ ‘

o O = g1(t) - ault) ],

la matriz que resulta de poner los vectores ¢4, . . ., ¢, como columnas. Hay métodos para
calcular la exponencial de una matriz usando su forma de Jordan, asi que la férmula
(C.17) da de hecho un método para el calculo de las soluciones de la ecuacion (C.12).
Observa que en el caso de una ecuacioén con coeficientes constantes tenemos la matriz
A no depende de t y la condicion de conmutatividad se cumple trivialmente (asi que la
formula (C.17) es siempre valida para una ecuacioén con coeficientes constantes).
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En particular esto nos permite resolver la ecuacion diferencial de orden n
Y™ = ag(t)y + -+ a1 )y + b(t), (C.14)
usando el sistema equivalente (C.8). La solucion general es
b A(s)ds
Y (t) = et C, (C.15)

donde Y (t) = (y(t),y'(t),...,y™ V(t)) y A(t) es la matriz (C.10).

Solucién de la ecuacion lineal completa En los casos en los que podemos escribir
explicitamente la solucion del sistema lineal homogéneo (C.12) podemos obtener la del
sistema completo:

Consideramos sistema completo de ecuaciones de primer orden
= A(t)x + b(t), (C.16)

(con la misma notacién que antes: A(t) es una matriz d x d, b(t) € R? un vec-
tor). Supongamos que {¢1, ..., ¢4} es un sistema fundamental de soluciones de la
ecuacion homogénea (C.12) que cumple

¢i<t0):€i7 ’izl,...,d,

con e; el vector i de la base usual (que tiene un 1 en la posicion 7, y 0 en las demas).
Definimos ‘ ‘

M(t) == [ o(t) - (D) |,

de forma que M(ty) = Iy, la matriz identidad d x d. Entonces la solucién general
de la ecuacion (C.16) es

z(t) = M(t)C + M(t) /tM(S)lb(s) ds, (C.17)

donde ty € I es un punto cualquiera, y C' € R es un vector (escrito como columna).

Cuando A(t), A(s) conmutan para todot,s € I (en particular, cuando A es constante
en tiempo) la solucion (C.17) puede escribirse como

t ¢ t
o(t) = o A(T)d70+/ eJi ATy o g (C.18)
to

De nuevo, esta formula da también la solucion de la ecuacion lineal completa de orden
n usando el cambio (C.9)—(C.11).
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Apéndice D
Armonicos esféricos

Los armonicos esféricos son funciones definidas en la esfera unidad, que aparecen
cuando buscamos funciones armoénicas separando variables en coordenadas esféricas. Los
armonicos esféricos son la parte angular de una funcién armoénica que se puede escribir
en variables separadas. El caso mas conocido es el de R3, donde podemos considerar
las coordenadas esféricas (7,0, ) (Seccion B.4), y buscar una funciéon armonica de la
forma

u(z) = R(r)0(0)®(p). (D.1)
El laplaciano en coordenadas esféricas se escribe (ver Seccion B.4.1) como
Au = i@ (r’0,u) + ;azu + ;3 (sen w0, u)
2t r2(sen)? ? " r2seng ¢ o

Si u es una funciéon armoénica en R? de la forma (D.1) tenemos que

1 1
— A — @_ A 2/ @ " q)/ ]
0 u=0 7“28 (R)+R —7’2(sen<,0)2@ +R@rQSengpa@(sen¢ )
Multiplicando por r?/(RO®) tenemos
1 1 1 1
0 u R@ (r’R') + O (sen o2 (I)—Sen(p&,(sengp )
Por tanto, para cierto A € R,
(r*R)" = AR, (D.2)
11, 11
—_—— ——0 ) = -\, D.3
O (sen p)? 3 sen plsen o®) (D-3)

Las funciones Y (0, ¢) = ©(0)®(¢) que resuelven la ecuacion (D.3) se llaman armdnicos
esféricos. Podemos separar variables una vez mas en (D.3) y obtener

0" = —m?0, (D.4)

sen p(sen @) — m*® = —\(sen )?®. (D.5)

Hemos elegido —m? como constante de separacion porque la ecuacion para © sélo tiene
solucion con ©(0) = ©(27) cuando la constante de separacion es < 0. Tiene solucion

explicita dada por

O(0) = Ae™’ 4 Be™"™,
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con A,B € R constantes a elegir. Para que ©(0) = ©(27) es necesario que m sea
un entero. Por otra parte, en la ecuacion (D.5) podemos hacer el cambio de variable

t = cos p y obtener

d d m?
—((1-# —@):—A@Jr P.
dt <( )dt 1—1¢2
Esta es exactamente la ecuacion de Legendre asociada de la seccion E.2. Sabemos que
solo tiene soluciones acotadas cuando m es un entero, y A = ¢(¢ + 1) con ¢ > |m| un
entero. Las soluciones pueden escribirse explicitamente, como se explica en la seccion
E.2.

Por otra parte, la ecuacion (D.2) es

r?R" 4+ 2rR' — AR =0,

que es una ecuacion de tipo Euler, y con el cambio de variable s = logr se convierte en
una ecuacion lineal. Cuando A = ¢(¢ + 1), las soluciones son

R(r) = Ar® + Br— 7%

(El caso de la solucion fundamental del Laplaciano corresponde a ¢ = 0.) Observa
que, salvo las constantes, ninguna de las soluciones que encontramos de esta forma son
continuas en todo R?: incluso cuando B = 0, la dependencia angular de las soluciones
hace que no sean continuas en x = 0. Son funciones arménicas en R3\ {0}, pero no son
continuas en x = 0.



Apéndice E

Ecuaciones diferenciales ordinarias
especiales

E.1. La ecuacién de Legendre
La ecuacion diferencial de Legendre es la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:
(1 —tH2') = =\, (E.1)

escrita aqui en forma autoadjunta. Como es corriente para ecuaciones con coeficientes
polinémicos, podemos calcular sus soluciones escribiéndolas como series de potencias:
suponiendo que

z(t) =) at’
1=0
tenemos
S i = 3l Dt =AYt
=2 =1 =0
es decir,
D> (((+2)(i + Dagga — i(i + 1)a; + Aag)t’ = 0.
1=0

Esto implica que cada término debe ser 0, luego
(14+2)(@+ Dajo = (@i +1) — Nay, 1> 0.

Esto nos permite encontrar una solucién recursivamente para los coeficientes a;: dados
ap, a1,

i/2

JG+1) =\ .
i = | | I > 2 , E.2
RS NUE IV M (E2)

J par
(i-1)/2

Jj+1)—A .
a; = ap j”l G+0G+ 2), 1 > 3 impar (E.3)

j impar
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Cuando A = ¢(¢ + 1) para algtn ¢ > 0 entonces una de las soluciones es un polinomio,
ya que uno de los productos anteriores (el de los términos pares o el de los impares,
segun / sea par o impar) es cero a partir de un cierto indice. En los casos en que todos
los coeficientes son no nulos, vemos que

a; (m+1)(m+2)

= — 1 do i —
s m(m+ 1) Y cuandao @ “+00,

con

(1t—1)/2 siiimpar.

{z’ /2 si ¢ par,
m =
Esto demuestra que la serie que define x tiene radio de convergencia 1. Es facil entonces

demostrar lo siguiente:

Teorema E.1.1. Dado A € R, la solucion de la ecuacion de Legendre
(1 —tH2') = =\,

con condicion inicial x(0) = ag, 2'(0) = a1 es
w(t) =) at',  te(-11),
i=0

donde los coeficientes a;, i > 2 vienen dados por (E.2)-(E.3).

Los polinomios de Legendre son las soluciones polinémicas de la ecuaciéon anterior,
que aparecen cuando A = {({ + 1) para algtn entero ¢ > 0. Para cada entero ¢, salvo
factores, hay una tnica soluciéon polinémica. La notacion usual para ella es P, con la

normalizacion
Py(1) =1.

E.2. La ecuacién de Legendre asociada

La ecuacion de Legendre asociada es la siguiente ecuaciéon de segundo orden, con

parametros A, m € R:
2

1—t2

(1- t2)2') =~ + , (E.4)

es decir,
2

m
1 —¢2
Es una ecuacién de segundo orden con coeficientes no constantes. El caso m = 0 es
la ecuacion de Legendre de la seccion anterior. Si la escribimos en forma normal (de
forma que el coeficiente de z” sea 1), sus coeficientes tienen singularidades en t = £1,
de forma que buscamos soluciones en el intervalo [—1, 1]. Queremos encontrar todas sus
soluciones, y saber cual es el comportamiento de cada una en t = +1.

En principio no hay ninguna forma obvia de resolverla. Podriamos intentar buscar
soluciones en series de potencias como hicimos en la secciéon E.1 para la ecuaciéon de
Legendre, y siguiendo con estas ideas podriamos encontrar todas las soluciones de (E.4).

(1—tHa" — 2z’ = — v + x, (E.5)
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Una forma alternativa de hacer lo mismo, un poco mas facil, es la siguiente: buscando
soluciones en series de potencias, tarde o temprano terminamos viendo que la funcion

u(t) = (1—22)

es solucion de (E.4) cuando A = m(m + 1). (Cuando m es un entero par, podemos
encontrarla buscando soluciones polindémicas igual que en la seccion E.1). Se nos puede
ocurrir entonces el siguiente cambio, que recuerda al método de reduccion de orden para
ecuaciones de segundo grado:

m
2

z(t) = p(t)y(t).
Usando la ecuacién que cumple p no es dificil ver que y cumple la ecuaciéon

(1—12)y" —2(m+ Dty — (m+ 1)my + Iy = 0. (E.6)

Esta ecuacion es, salvo coeficientes distintos, del mismo tipo que la de Legendre de la
seccion E.1. Intentando resolverla en series de potencias igual que antes llegamos al
siguiente resultado:

Lema E.2.1. Las unicas soluciones acotadas en t = +1 de la ecuacion de Legendre
asociada (E.4) se dan con m entero, A = £({ + 1) para cierto entero { > |m|. En estos
casos, salvo un factor constante, sélo hay una solucion acotada. Todas las soluciones
para otros valores de m, A\ divergen en t = £1.

Ejercicio E.2.1. Demuestra el lema anterior.

Para m entero hay una relaciéon muy estrecha entre las soluciones de la ecuaciéon de
Legendre asociada y la de Legendre. Si z es una soluciéon de la ecuacién de Legendre
(E.1), derivando m veces obtenemos

dm+1 o dm
Usando el binomio de Newton para la derivada de order m + 1, esto es

dm+2 m+1 dm

2(m+ 1)t m+ 1)mdt—mz = Az(m),

Llamando y = 2™, obtenemos de nuevo la ecuacién (E.6). Por tanto, si z es una
solucion de la ecuacion de Legendre (E.1) con A dado, entonces

o(t) = (L)% 5 2()

es una solucién de la ecuacion asociada de Legendre. De hecho, no es dificil que las
soluciones a las que se refiere el lema E.2.1 se obtienen, salvo un factor constante, a
partir de la derivada de orden |m/| de los polinomios de Legendre:

I
z(t) = (1 - t2)2jﬂm| Py(t).

Para m > 0 estas soluciones se denotan P;":

n d™
PlMt) = (1—1t7)2
() = (1) %

Por supuesto, para m < 0 las soluciones son las mismas que para |m/|, pero la definicion
usual de P;" para m < 0 suele incluir un factor adicional.

(11—t

dtm-f—QZ - dtm+1z - (

Py(t) para m > 0.
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Apéndice F
Integral de Lebesgue

Esencialmente, la integral de Lebesgue es una extension del concepto de integral
que tiene mejores propiedades de paso al limite. Suponiendo que conocemos la integral
de Riemann en R¢, la forma mas corta de definirla es tal vez como completacion de la
norma L' sobre funciones continuas de soporte compacto. Para una funcion f € C.(R%)
podemos definir la integral de Riemann en el sentido usual, y definimos su norma L!
como

= [ @lde. (7 eC@)

Definicion F.0.1 (Conjuntos de medida nula). Un conjunto A C R es de medida nula
cuando para todo € > 0 existen sucesiones z,, € R, r,, > 0 tales que

ACUZ B, (),
Z By, ()| < e
1=1

Si Q C R? es un conjunto cualquier v una propiedad referente a puntos de €2 es cierta
para todo z € () salvo en un conjunto de medida nula, decimos que la propiedad es
cierta para casi todo punto de €.

Definiciéon F.0.2. (Integral de Lebesgue) Sea f: RY — R una funciéon. Decimos que f
es integrable (en el sentido de Lebesgue) cuando existe una sucesion (f,,),>1 de funciones
en C.(RY) tales que

fulz) = f(x) p.c.t. v € R

v (fn) es una sucesion de Cauchy en la norma L'. En este caso, definimos la integral
de f como

f(z)dz := lim folz)do
Rd Rd

n—-+4o0o

para cualquier sucesion f,, que cumpla lo anterior.

La definicion anterior no esta completa: requiere comprobar que el limite que define
la integral de f no depende de la sucesiéon que elijamos para aproximar f. Escribimos
esto como un lema que no vamos a demostrar:

Lema F.0.3. Si f es una funcion integrable en el sentido de la definicion F.0.2, en-
tonces el limite de fRd fn cuando n — 400 es el mismo para cualquier sucesion f, en
C.(R?) que sea una sucesion de Cauchy en la norma L', y tal que f.(x) — f(z) para
casi todo x € RY.
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La definicion anterior no es la usual en los libros que explican la integral de Lebesgue.
En su lugar, se suele desarrollar primero el concepto de la medida de Lebesgue en R?,
y después se define la integral por aproximacién con funciones simples. La definiciéon
usual es mucho mas larga que la Definicion F.0.2, pero por supuesto hay una pega: no
conozco ninguna demostracion del Lema F.0.3 que no requiera esencialmente los mismos
argumentos que se usan para dar la definiciéon usual. Demostrar el Lema F.0.3 requiere
“cuantificar” de alguna forma el conjunto de puntos donde f,, esta cerca de f, y la idea
méas natural para eso es seguramente usar el concepto de medida de Lebesgue. Dar
una definiciéon completa de la integral de Lebesgue no es algo obvio, pero la definicién
anterior es correcta y sirve perfectamente para trabajar con ella.



Apéndice G
Convolucién y aproximacion

Definicion G.0.1 (Convoluciéon). Dadas dos funciones f,g € L'(R?), definimos su
convolucion f * g como una funcién que cumpla

fro@)= | fW)elz—y)dy, p.ct z € RY, (G.1)

Lo anterior define f * ¢ en casi todo punto de R?. Podemos comprobar que la
definicion es correcta porque la funcion

(z,y) = fygx —y), zyeR’

es integrable en RY, y el teorema de Fubini asegura entonces que la integral (G.1) esté
definida para casi todo x € RY.

Teorema G.0.2 (Aproximacién por convoluciéon en LP). Sea p: R? — R una funcion
integrable con fRd ¢ =1, y definimos p. como

1

T
ve(x) = Eg&(z), xr e R%

Entonces f * o, — f en LP(R?) cuando € — 0.
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Apéndice H

Series de funciones

H.1. Modos de convergencia

Para una serie numérica tenemos los siguientes conceptos de convergencia:
Definicién H.1.1. Sea (a,),>1 una sucesion de ntimeros complejos.

Convergencia usual. Decimos que la serie ) ., a, converge a L € C cuando

m
Zan —L| 2500,
n=1

Convergencia absoluta. Decimos que la serie ) -, a, converge absolutamente cuan-

do
o0
> an| "= 0.
n=m

Equivalentemente, la serie converge absolutamente cuando

o0
Z la,| < +o0,
n=1

pero la primera definicién se presta a una analogia mas directa con el caso de series de
funciones. Para una serie de funciones se aplican los mismos conceptos, y sus versiones
uniformes:

Definicion H.1.2. Sea I C R un subconjunto no vacio cualquiera, (f,,),>1 una sucesion
de funciones con f,: I — C para cada n > 1.

Convergencia puntual. Decimos que la serie 2@1 fn converge puntualmente a una
funcion f: I — C cuando

+
m— OOO

para todo x € I.

S ) - ()

Convergencia absoluta. Decimos que la serie 2@1 fn converge absolutamente en [
cuando

Z | ful(z)] "2 0 para todo x € I.
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Convergencia uniforme. Decimos que la serie 2@1 fn converge uniformemente en
I a una funciéon f: I — C cuando

an

Convergencia uniforme-absoluta. Decimos que la serie 2@1 fn converge uniforme-
absolutamente en I cuando

m——+00
sup — 0.
zel

supZ\ Fol(z)] "= 0. (H.1)

xe[

Lema H.1.3. Euxiste la siguiente relacion entre los conceptos anteriores:

c. uniforme = c. puntual

c. uniforme-absoluta =
c. absoluta = c. puntual

Demostracion. Vamos a demostrar sélo que la convergencia uniforme-absoluta implica
tanto la uniforme como la absoluta, ya que las otras implicaciones son mas conocidas.
Si una serie an1 fn converge uniforme-absolutamente es obvio que converge absoluta-
mente, y podemos definir

Y he), eel
n=1

Entonces
D@ = | fala)| = = falo)],
n=m n=m n=1
y tomando el supremo en x en ambos lados tenemos el resultado. [

Observacion H.1.4. Hay series de funciones que convergen uniformemente y absoluta-

mente, pero no uniforme-absolutamente. Un ejemplo es el siguiente: si a, := (—1)"n"!

es la serie armonica, definimos f,: (0,1) — R como

Jan siz <t =,
fulx) = |
0 stz > .
n
Dicho de otra forma: en el intervalo [k+r1’ E) la serie f,, es una serie de funciones cons-

tantes, cuyos k primeros términos los de la serie armonica, y que son 0 a partir del
término k+ 1. Segln nos acercamos a = (, la serie contiene cada vez mas términos de
la serie armoénica. La serie Zn21 fn converge absolutamente porque en cada x es una
serie con un nimero finito de términos. Converge también uniformemente a la funcion

-1

fle) =) an,

n=1

porque

1
< = para todo z € (0, 1),
m
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donde se sobreentiende que la tdltima suma es 0 cuando m < 1/x. Sin embargo, para
m > 1 tenemos

[ele} 21 z—1 1
Z | fa(z)] = Z |an| = Z w
n=m n=m n=m
Esto no es una funcion acotada para z € (0,1).

En el caso de funciones, tenemos también el concepto de convergencia en un espacio
funcional. En particular, podemos considerar la convergencia en LP(I):

Definicion H.1.5. Sea I C R un intervalo, p € [1,+0o0], (fn)n>1 una sucesion de
funciones con f,: I — C para cada n > 1. Decimos que la serie 2@1 fn converge en
LP(I) a una funcion f € LP(I) cuando

J

Teorema H.1.6 (Criterio de Weierstrass). Sea I C R un subconjunto no vacio cual-
quiera, (fn)n>1 una sucesion de funciones con f,: I — C para cada n > 1. Supongamos
que

p
-+
dz "=57 0.

S fula) - f(2)

|fn(2)] < ay para todo x € 1,
con (an)nzl una sucesion de niumeros no negativos. Si

o0
Zan < +00,
n=1

entonces la serie Y -, fn converge uniforme-absolutamente en I.

Demostracion. La demostracion es directa a partir de la definiciéon de convergencia en
(H.1). O

H.2. Derivacion de series de funciones término a tér-
mino

Teorema H.2.1 (Derivacion de una serie de funciones). Sea I C R un intervalo aco-
tado, f, : I — R funciones para n € N. Supongamos que

1. f, € CYI) para todo n € N.
2. Y nen Jr converge uniformemente en 1.
8. Y nen fn converge al menos en un punto de I.
Entonces la serie Y, . fn converge uniformemente en I a una funcion CYI) y

(Z fn> (x) = Zﬂl(x) para todo x € I. (H.2)

neN neN
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Demostracion. Sea g la funcion a la que converge la serie ) -, f,,. Tenemos

Em 1= SUD Zf;(x) —g(z)| "=5<0.
el | =1

Sea 7o € I un punto tal que converge la serie > -, fu(20), y sea || la longitud del
intervalo I. Si G es una primitiva cualquiera de g en I, integrando desde zy hasta

cualquier z € I obtenemos que
/ (Z fily) — g(y)> dy
Lo \n=1

[I|em > / '
> (falx) = falz0)) — Glz) + G(z0)

n=1

> i) —gy)

n=1

dy >

> an(x) - G(z)| — an(xo) — G(9)| -

Si elegimos la primitiva G de forma que G(x¢) = >~ | fn(z0) entonces el tltimo término
tiende a 0 y, como &, — 0, deducimos que

Z fa(z) = G(x) uniformemente en [

n>1
Como G' = >">° | fl, obtenemos la conclusion del resultado. O

Ejercicio H.2.1. Observa que el resultado anterior requiere que el intervalo I sea
acotado. Encuentra un ejemplo que demuestre que no podemos quitar esta condicion.

Teorema H.2.2 (Derivacion de una serie de funciones, version p.c.t.). Sea I C R un
intervalo cualquiera, f, : I — R funciones para n € N. Supongamos que

1. f, es absolutamente continua en I para todo n € N.
2. > nen fh converge en L*(I).
3. Y nen fn converge al menos en un punto de I.

Entonces la serie ), . fn converge uniformemente en I a una funcion absolutamente
continua, y

(Z fn> () => filx) petarel (H.3)

neN neN

Demostracion. Sea g una funcion a la que converge la serie ) -, f;, (el limite g es tinico
salvo conjuntos de medida nula). Tenemos

= [
1

dz "2 0.

> fula) = g(a)
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Sea zy € I un punto tal que converge la serie ) ., fu(zo). Si G es una primitiva
cualquiera de g en I, integrando desde zy hasta cualquier x € I obtenemos que

Em > /m: /g: (i fu() —g(y)> dy

> (falz) = fulwo)) — G(x) + G(ao)

n=1

dy >

> ) - g(y)

n=1

>

D falw) = Gla)| = | falwo) — Glao)| -

Si elegimos la primitiva G de forma que G(zo) = >~ | fu(xo) entonces el altimo término
tiende a 0 y, como &, — 0, deducimos que

Z fn(z) = G(x) uniformemente en [

n>1
Como G' =>">° | fl en casi todo x € I, obtenemos la conclusion del resultado. O

Teorema H.2.3 (Derivacion de una serie de funciones en varias variables). Sea D C R?
un abierto, f, : D — R funciones para n € N. Supongamos que

1. 01f, existe y es continua en D para todo n € N.
2. Y nen OLfn converge uniformemente en D.
8. Y nen fn converge puntualmente a una funcion f en D.

Entonces existe la derivada parcial 01 f, y

O f(x) = Z O1fu(z)  para todo x € D. (H.4)

neN

Corolario H.2.4. Sea k un entero > 1, D C R? un abierto, f, : D — R funciones
para n € N. Supongamos que

1. f, € C*(RY) para todo n € N.
2. Y nen 0% fn converge uniformemente en D, para todo multiindice a de orden < k.
8. Y nen Jn converge puntualmente a una funcion f en D.

Entonces f € C¥(D) y para todo multiindice o de orden < k se cumple que

f(x) = Z@“fn(x) para todo x € D. (H.5)

neN
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Apéndice 1

Espacios de Hilbert

I.1. Aplicaciones bilineales y sesquilineales

Definicién 1.1.1. Sea H un espacio de Hilbert (sobre K = R o C). Una aplicacion
bilineal o forma bilineal es una aplicacion a : H x H — K que cumple

a(Au + pv,w) = Aa(u, w) + pa(v, w), (L.1)
a(u, Ao + pw) = Aa(u,v) + palu, w), (I.2)

para todo u,v,w € H y todo \,u € K.

Definicion 1.1.2. Sea H un espacio de Hilbert complejo. Una aplicacion sesquilineal
o forma sesquilineal es una aplicacion a : H x H — C que cumple

a(Au + pv,w) = Aa(u, w) + fia(v, w), (1.3)
a(u, \v + pw) = Aa(u,v) + pa(u, w),

para todo u,v,w € H y todo \, u € C.

Lema 1.1.3. Sea H un espacio de Hilbert y a: H x H — K wuna forma bilineal o
sesquilineal. Son equivalentes:

1. La aplicacion a es continua (en la norma de H ).
2. Existe C' > 0 tal que

la(u,v)| < C|lu|l||v||  para todo u,v € H. (L5)

I.2. Espacios de Hilbert

Definicion 1.2.1 (Producto escalar). Sea V' un espacio vectorial sobre K = R o bien
K = C. Un producto escalar en V es una aplicacion (-,-) : V x V — K que cumple lo

189



190 APENDICE I. ESPACIOS DE HILBERT

siguiente para todo u,v,w € V, A\ € K:

(u+v,w) = (u,w) + (v, w) (1.6)

(u, v+ w) = (u,v) + (u, w) (L.7)
(Au,v) = X (u,v), (u, Av) = A (u,v) (L.8)
(u,vy = (v,u) (1.9)

(u,uy >0 (I.10)

(u,u)y = 0siy soélosiu=0. (I.11)

La tres primeras condiciones dicen que la aplicacion (-, -) debe ser bilineal (o sesqui-
lineal en el caso complejo). La cuarta condicion es que el producto debe ser simétrico
(o hermitico en el caso complejo). Las dos ultimas condiciones dicen que el producto
(-, ) es estrictamente definido positivo.

Definicion 1.2.2 (Espacio de Hilbert). Sea K = R o bien K = C. Un espacio de Hilbert
es un espacio vectorial H sobre el cuerpo K con un producto escalar (-,-) : Hx H — K,
tal que H es completo (con la métrica inducida por el producto escalar). Decimos que
H es real en el caso K = R, y complejo en el caso K = C.

Definicién 1.2.3 (Base ortonormal). Sea H un espacio de Hilbert sobre K = R o C.
Una base ortonormal es una familia de vectores (v;);ea tales que

(vi,v;) =0 paratodoi#jeA
(vi,v;) =1 paratodoi € A

El subespacio generado por (v;);jea es denso en H.

Observacion 1.2.4. Una base ortonormal puede ser finita (si el espacio H tiene dimensién
finita), numerable o no numerable. El conjunto A donde tomamos los indices puede tener
cualquier cardinalidad.

En un espacio de dimension infinita, una base ortonormal no es una base en el
sentido usual (no todo elemento de H puede escribirse como combinacion lineal finita
de elementos de una base ortonormal). Para distinguirlas, las bases en el sentido usual
se llaman bases de Hamel. En un espacio de Banach general, una sucesiéon que permite
escribir los vectores del espacio de forma tinica como combinacién lineal infinita de sus
elementos se llama base de Schauder.

Lema 1.2.5. Sea H un espacio de Hilbert real o complejo con una base ortonormal
numerable (vy,)n>0. Entonces, para cualquier v € H tenemos

0o
v=") (v, v.) v,

n=1

donde la convergencia se entiende en el sentido de la norma de H. Ademds,

o9
loll> = > 1 (v, va)
n=1

Esta ultima igualdad se llama identidad de Parseval.
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Teorema 1.2.6 (Riesz). Sea H un espacio de Hilbert (sobre K =R oC)yL: H — K
una aplicacion lineal continua. Ezxiste un inico w € H tal que

Lv = (u,v)  para todov € H. (1.12)
Corolario 1.2.7. Si u,v son elementos de un espacio de Hilbert tales que
(u,w) = (v,w)  para todo w € H (1.13)
entonces u = v.

Teorema I.2.8 (Punto fijo de Banach). Sea X un espacio de Banach y ®: X — X
una aplicacion contractiva, es decir, tal que existe 0 < L < 1 tal que

|®(u) — @(v)|| < Ll||ju —v||  para todo u, v € X. (1.14)
Entonces eziste un tnico v € X tal que ®(z) = x.

Corolario 1.2.9. Sea X un espacio de Banach y T: X — X wuna aplicacion lineal
continua tal que L := ||T — I|| < 1. Entonces T es biyectiva y su inversa es continua.

Demostracion. Para ver que es biyectiva, veamos que dado y € X cualquiera existe un
Unico x € X con T'x = y. Estamos buscando x € X tal que

~Tr+z+y==x,

y es facil ver que la aplicacion ®: X — X dada por ®(x) := —Tx+x+y es contractiva:
|P(u) — ®()|| = (T — I)(u—v)|| < L||u — v||. Por tanto tiene un tnico punto fijo z,
lo cual demuestra que T es biyectiva. La inversa de 7" es continua porque ||7"— I]| < 1
implica que para todo x € X

Lljz|| 2 [Tz = 2| = [l«|| = [[T=],

luego
|Tz|| > (1 — L)z para todo x € X,

o equivalentemente,

Iyl = A= L)IT"y|  paratodoy € X.
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