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1. Introduccion

El objetivo de esta investigacién es modelizar el movimiento de la atmosfera teniendo
en cuenta la transicién de fase del agua en la atmosfera, es decir, modelizar los fenémenos
atmosféricos incluyendo la formacion de nubes, la lluvia y la nieve. Tratamos de tomar
en consideracion también el efecto térmico de la radiaciéon en la atmosfera.

El modelo que proponemos consiste en un sistema de ecuaciones a las derivadas par-
ciales con algunos operadores integrales. Las cantidades fisicas principales que consider-
amos en nuestro sistema de ecuaciones son la densidad del aire seco ¢ (aqui por “aire
seco” entendemos la parte del aire diferente de H>O), la densidad del vapor de agua , la
densidad del agua liquida o;(m) contenida en las gotitas de agua de masa m, la densidad
del agua solidificada os(m) contenida en los cristales de hielo de masa m, la velocidad del
aire v = (vy, v9,v3) v la temperatura T'; aqui tratamos la masa m de las gotitas y de los
cristales de hielo como una variable continua. Consideraremos la presion como funcion
de la densidad y de la temperatura, mientras la velocidad de las gotitas de agua y la
velocidad de los cristales de hielo pueden ser determinadas por la velocidad del aire v y
la masa m de cada gotita de agua y de cada cristal de hielo. Consideraremos también la
fuente del calor debida a la radiacién.

En esta orientacién algunos scientificos propusieron modelos matematicos (véanse por
ejemplo [10], [8]), que daban unas caracteristicas importantes, pero no incluian todas las
interacciones que consideramos en nuestro sistema de ecuaciones.

El presente trabajo fué presentado en la 10-th International Conference on Operations
Research tenida en marzo de 2012 en La Habana.

2. Propiedades fisicas de los fendmenos considerados

Nuestra modelacion se basa en la mecéanica de los fluidos y la descripcion de la mi-
crofisica. En efecto, el movimiento del aire en general puede ser descrito por el sistema
de ecuaciones bien conocido del fluido compresible general (gas viscoso y termoconduc-
tor), que se puede encontrar por ejemplo en [7]. Por otra parte, como los aspectos de la
microfisica y sus descripciones matematicas no son bien conocidos por los investigadores



matematicos, tenemos que precisar las propiedades microfisicas que tomamos en consid-
eracion; para ellas consultamos [11], [14], [16], [6] y otros.

1) Densidad del vapor saturado

En primer lugar recordemos la densidad del vapor saturado. En efecto, en cada temper-
atura dada T esta determinada la densidad del vapor de agua saturado, que denotamos
mediante 75 1(7") cuando ésa es considerada sobre la superficie del agua liquida y medi-
ante T, 2(7") cuando ésa es considerada sobre la superficie del hielo. Es 1til recordar que
la densidad del vapor saturado depende muy sensiblemente de la temperatura (es una
funcién creciente de la temperature 77), por ejemplo los valores aproximados de 75 1(T') es

pinPys 1 (T) 7.63(T—273,15)

(2.1)  m1(T) BT Posi(T) ~ Ey - 107 7515 Ey=6,107 (mbar)
0

(véase por ejemplo [11]), donde Ry es la constante universal de los gases, mientras py, la
masa molar de H>O; P, ;(T) es llamada habitualmente presion del vapor saturado.

2) Calor latente

En segundo lugar, recordemos que el calor latente juega un papel muy importante en
la transicién de fase del agua en la atmosfera, dando y absorbiendo la energia térmica al
aire, cuando se realiza la transicién de fase. Mediante Ly denotemos el calor latente de
la transicion gas-liquido, mediante L, el de la transicién liquido-sélido y mediante Ly el
de la transicion gas-sélido. Sus valores aproximativos son

(2.2) La(T) ~ (3244 — 2,72T)10° (J/kg), Lis =~ 33510° (J/kg)
(véase por ejemplo [11]), mientras Ly = Ly + Lys.

3) Velocidad de la transicién de fase

En lo que concierne a la velocidad de la transicion de fase, como primera aproximacién
supongamos que la cantidad de condensacién/evaporacion sobre una gotita es propor-
cional al producto de la densidad del vapor excedente a la del vapor saturado, 7 —7s1(7),
y de la superficie S;(m) de la gotida (de masa m); expresando la cantidad de conden-
sacion/evaporacion por unidad de masa del agua liquida de las gotitas y denotandola con
hgi, esta hipdtesis se expresa por

(2.3) hg = hg(T,m;m) = Kym ™' Sy(m)(7 — 7,1(T)).

Andlogamente, supongamos que la cantidad hgs de sublimacién sobre un cristal de hielo
de masa m (por unidad de masa de hielo) es dada por

(2.4) hys = hys(T,m5m) = Kom™ 'S (m)(m — Tso(T)),

donde Ss(m) es la superficie de un cristal de hielo de masa m. Ademés denotemos por
Ks(T,m) el indice de solidificacién y por K (T, m) el de fusién.

4) Aparicién y desaparicién de gotitas y cristales de hielo

En la Naturaleza no existen gotitas (ni cristales de hielo) de didmetro menor que un
valor critico, ya que las gotitas muy pequenas tendrian una curvatura muy elevada, que



ocasiona la evaporacién mas rapida; la condesacion del agua se realiza sélo su polvos sus-
pendidos en el aire, llamados aerosoles, de didmetro mayor que el valor critico. Ademas,
se observa que en la atmosfera, incluso cuando la temperatura esta inferior a 0°C, al prin-
cipio se forman gotitas de agua y sucesivamente ellas se solidifican con una probabilidad
que depende de la temperatura 7" y de la masa m de la gotita. Por eso es conveniente
introducir funciones go(m), g1(m) y g2(m) de m, una constante N* y una funcién N de
o yos (N*y N representarfan el nimero de aerosoles existentes por unidad de volumen
y el de aerosoles ya contenidos en gotitas o critales de hielo) y suponer que la cantidad
de nuevas gotitas creadas de masa m, la de gotitas de masa m que desaparecen y la de
cristales de hielo de masa m que desaparecen por unidad de tiempo y volumen son dadas
por

(2.5) go(m)[N* = N (o, 05)|" [ — 71 (T)]
(26) g1 (m)[ﬂ_ - 77—5,1(7—‘”_077
(2.7) go(m)[r — Ts2(T)] 0.

Las cantidades (2.5)-(2.7) se expresan como las de masa (y no como nimero de gotitas o
de cristales de hielo).

5) Coagulacion

Si una gotita de masa m y una de masa m’ se encuentran, dos gotitas se convierten
en una gotia de masa m + m/, es decir tiene lugar el proceso de coagulacion de gotitas.
Describiremos la variacién de la densidad del agua liquida o;(m) debida a las coagula-
ciones, denotando por ;(m,m’) la probabilidad (normalizada para la masa de agua) de
encuentro entre una gotita de masa m y una de masa m’ (véase por ejemplo [18]). Cuan-
do dos cristales de hielo se encuentran, no necesariamente se convierten en un pedazo de
hielo. Pero desde el punto de vista matematico, podemos describir de manera analoga
este proceso de coagulacion de cristales de hielo, introduciendo una cierta probabilidad
Bs(m,m’) de coagulacién entre un cristal de hielo de masa m y uno de masa m’.

Hay también encuentros entre un cristal de hielo y una gotita. En efecto, como
deciamos antes, por debajo de 0°C' pueden coexistir gotitas de agua liquida y cristales de
hielo. La presencia de gotitas de agua liquida en la temperatura inferior a la de fusién debe
ser considrada come sobrefusién que se mantiene por la falta de nticleos de congelacion.
Recordemos que, por otra parte, los cristales de hielo son éptimos ntcleos de congelacion.
Por eso podemos suponer que, si se encuentran una gotita de agua y un cristal de hielo
en tal temperatura, se convierten en un cristal de hielo. Por lo tanto para describir este
proceso es suficiente introducir la probabilidad Z;s(m, m’) de encuentro entre un cristal
de hielo de masa m y una gotita de masa m’.

6) Efecto térmico de la radiacion

L’absorcién y la emision de la radiacién por la atmésfera provocan la variacion de la
temperatura. En ecuaciones generales de nuestro modelo denotaremos por E,,.q el efecto
térmico de la radiacion, mientras examinaremos las relaciones especificas de la radiacién
y el calor en el aire en el epigrafe 6.



3. Sistema de ecuaciones

Teniendo en cuenta las relaciones que hemos recordado en el epigrafe precedente,
proponemos un sistema de ecuaciones para describir el movimiento del aire. La estructura
basica de este sistema es la de las ecuaciones de la mecénica de los fluidos, en particular
para un gas viscoso termoconductor (véase [7]). De la manera andloga al caso de un gas
ideal, utilizamos la expresion de la presiéon p dada por

p = Ro(opa " + mun T,

donde Ry es la constante universal de los gasos, mientras i, y g, son la masa molar media
del aire seco y la del agua respectivamente.
En esta hipétesis la ley de la conservaciéon de la cantidad de movimiento se traduce en

0
(3.1) (Q+7r)(a: (v-V)v) =nAv+ (C+g)V(V~U)+
o 7 =
~RyV((Z + 1) - [/ (o1(m) + a,(m))dm + o+ 7| V@,
Ha Hh, 0
donde ® es el geopotencial, mientras n y ¢ son los coeficientes de viscosidad. El término
fo o1(m)+0os(m))dmV ® resulta del principio de accién-reaccion y del efecto de la friccién

entre las gotitas y los cristales de hielo y el aire (véanse (3.7), (3.8)).

Cuanto a la ley de la conservacién de la energia, tenemos que anadir a la ecuacién
clasica del balance de la energia de la dinamica del gas los términos que representan el
efecto térmico de la radiacion y el de la transicién de fase de HoO. Asi tenemos

O <~ 0T
(32) <Q+7T>C (81& + e Uja_xj

) = kAT — Ro(ﬁ + 1)TV - U+
Ha Hh

ov;  Ov; 2 ov;
+77 jz_ ( asz gdz]v : U) ox j + C(V U) + Erad + Lnggl + LlsHls + Lgngs>
donde ¢, y k son el calor especifico y el coeficiente de conductividad térmica respectiva-
mente, mientras Hy, H,s y H;s son la cantidad por unidad de tiempo y de volumen de
condensacién o evaporacion, la de sublimacion y la de solidificacion o fusién del agua;

para Hy y Hys tenemos las relaciones

Hy(T,7,00(-)) = /0 T ha(m)om)dm,  Hy(Tom 00()) = /0 " s (m)ors(m)dm.

Puesto que para las componentes del aire diferentes de HyO en las temperaturas
normales de la atmosfera no hay la transicion de fase, podemos considerar la ecuacion de
continuidad clasica para la densidad o del aire seco. Asi tenemos la ecuacién

(3.3) %+V( v) = 0.

Para la densidad 7 del vapor de agua, tenemos que tener en cuenta su variacién
debida a la cantidad de condensation/evaporacién H, y la de sublimacién H,. Por lo
tanto tenemos que considerar la ecuacion

(3.4) ‘z—:+v (mv) = —Hy(T,m,01(:)) — Hyo(T, 7, 04(+)).
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En lo que concierne la densidad o;(m) del agua liquida contenida en gotitas de masa
m, su variacién estd determinada por el crecimiento (resp. la disminucién) de gotitas por
la condensacién sobre (resp. evaporacién desde) su superficie, la solidificacién de gotitas,
la fusion de critales de hielo, la aparicién de nuevas gotitas por la condensacion sobre
aerosoles, desaparicion de gotitas por el cumplimiento de evaporacion y el proceso de
coagulacién. Asi la variacién de o;(m) se describe por la ecuacién

9 a(mh
(3.5) % LV (o) + % = [hg — Kis(T, m)]or+

+K (T, m)os + go(m)[N* — N(al, o) T[m — 71 ()T — gi(m) [ — 71 (T)] 00+

— / " i — Yo' — Y — / " B, ) (m)on i+
2 Jo 0

—mal(m)/ Zis(m/,m)og(m’)dm/,
0

donde u; es la velocidad de las gotitas.

De manera andloga, la consideracién del crecimiento o la disminuciéon de cristales
de hielo por la sublimacién, la solidificacion de gotitas, la fusion de critales de hielo,
desaparicién de cristales de hielo por el cumplimiento de sublimacién y el proceso de
coagulacion nos conduce a la ecuacion

Jo
ot

d(mhygysos)

(3.6) =

—+ V- (O'SUS) + - [hgs - KSZ(T7 m)]05+

+Ki5(T,m)o, — ga(m)[m — Ts2(T)] 05 + % /m Bs(m —m/,m" o, (m')o,(m —m')dm/+
0
—-m /OO Bs(m,m")os(m)os(m’)dm’ +m /m Zis(m —m',m"o,(m —m o (m')dm’+
0 0

—mas(m)/ Zis(m, m") oy (m")dm/,
0

donde u, es la velocidad de los cristales de hielo.
Para las velocidades u; y ug de las gotitas y de los cristales de hielo, admitamos que
ellas son determinadas por

(3.7) w(m,z,t) = v(x,t) — ;VCI),
a;(m)
1
(3.8) us(m,x,t) = v(x,t) — WV@,

donde «ay(m) y as(m) son los coeficientes de friccién entre el aire y las gotitas y entre el
aire y los cristales de hielo.



4. Solucién local del sistema general

Bajo condiciones oportunas se peude demostrar que el sistema ligeramente modificado
de las ecuaciones (3.1)—(3.6) admite en un intervalo de tiempo suficientemente pequeno
una y una sola solucién ([15], véanse también [5], [3]).

Sea € C R? un abierto limitado con una frontera regular. Supongamos las condiciones

(4.1) V]pe =0,
_ T 27%’172%1 7 T%
(42) T|,,=T €W, (09x10,t1]), (z,t)e}?%fx]o,tl[T (z,t) >0, t; >0,
2_2
(4.3) v(-,0) =wvo(-) €W, 7(Q),  wol,, =0,
2-2 3 —
(4.4) T(,0) =To(-) e Wy "(), ;IG%TO(*T) >0, TO‘BQ =17y
(4.5) o(0) = oo(+) € W, (), inf go(w) >0,
(4.6) 7(-,0) = mo(-) € W, (), 112?2 mo(z) > 0,
(47) O'l(', ,0) = O'l,()(', ) S Wpl(R+ X Q), 0'1,0('; ) > 0,
(48) Js('a 70) = 0-5,0('7 ) S WplﬂR-i- X Q)7 0-870('; ) > 07

(4.9) IM' > m, tal que o19(m,x) = os9(m,z) =0 si m €]0,m,] U [M’, oo
Ademas supongamos que

(4.10) ® € C3(Q), Vo .-7i=0 sobre 000 (7 : vector normal sobre 02),
(4.11) Eraq € LY(Q2x]0,t1]),

(4.12)  Bi(m/,m") = Bs(m/,m") = Zig(m',m") =0  cuando m' +m” > Mz < oo,

y que al<m)7 as(m), KlS(Tv m)’ K8l<T’ m)v go(m), gl<m)7 gQ(m)7 6l<m7m,)7 ﬁS(m7m/)7
Zis(m,m'), 7s1(T) y 7s2(T) son funciones regulares.

Finalmente por razones técnicas introducimos la media local 7y de 7m y con ésta la
aproximacion de hg(m), hgs(m), Hy, Hys por

hai(m) = Kym ™' Sy(m)(mg — 7.1(T)),
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hgs(m) = Kym™Ss(m)(my — w2(T)),

i, = /0 T am)om)dm, s — /0 s (m)as(m)dm.

Entonces tenemos el

TEOREMA 4.1. Sean p > 4, 2q > p > q > 3. Entonces existe un t > 0 tal que el
sistema (3.1)-(3.6) con la substitucion de hg, hys, Hy y Hys en lugar de hy, hgs, Hy y
Hgy y con las condiciones (4.1)-(4.9) admita, en el intervalo de tiempo [0,t], una y una
sola solucion (v, T, o, 7,0,,05) en la clase

(413) v e szl(Qf% Te qul(Qf)7 T >0, 0c CO([O7ﬂa Wpl(Q))a

Lhf @ t)>0, e ([0, W, (), 7 >0,
x,t)EQs

01,0, € C°([0,1]; I/Vpl(]RJr x Q)), o,0s>0,

donde
lollwzrgy = lelleroswze) + 10pllir@y, Q= 2x]0,t[.

El esquema general de la demostracion del teorema 4.1 es lo siguiente:
(i) Dados v=vy T =T, se resuelven las ecuaciones (3.3)-(3.6) para o, 7, 0 y v.

(ii) Dados v = 7y T = T y construidas las soluciones g, 7, ¢ y v en la etapa (i), se
resuelven las ecuaciones linealizadas de las (3.1)-(3.2).

(iii) Se demuestra que, en un intervalo de tiempo bastante pequeno, el operador que, al
dado (v, T), asocia la solucién (v,T') de la etapa (ii) es una contraccion.

Desde el punto de vista tecnico, en la etapa (i) necesitamos considerar las ecuaciones
(3.5)-(3.6) como ecuaciones de transporte en un espacio de las variables “espaciales” m
y x. Para las ecuaciones linealizadas de las (3.1)-(3.2) utilizamos las técnicas para las
ecuaciones de los fluidos viscosos compresibles desarrolladas desde [17]. Para los detalles,
véase [15].

5. Ecuacién de las gotitas en caida

La segunda condicién de (4.10) no es natural. En efecto, si ® es el geopotencial,
tenemos

9

(g es la aceleracion de la gravedad) y por eso no se puede hallar un dominio limitado tal
que V& - 77 = 0 sobre 092 (7: vector normal sobre 052).

Si V@-1 # 0 sobre 0f2, no se puede utilizar la técnica debida a la integracion por partes
que utilizamos para la estimacién en los espacios de Sobolev de o, y o en la etapa (i)
de la demostracién del teorema 4.1. Por eso, para resolver neustro sistema de ecuaciones
bajo condiciones més naturales, necesitamos examinar las ecuaciones (3.5)-(3.6) con la
condicion V& - 17 # 0 sobre 0f). Puesto que no es féacil resolver bajo esta condicion las



ecuaciones (3.5)-(3.6) y que la ecuacién (3.6) tiene méds o menos una misma estructura
que la ecuacién (3.5), tenemos que comenzar por un estudio de la ecuacién para o; con
condiciones suficientemente simples.

Si consideramos el caso del equilibrio entre la densidad real del vapor y la del vapor
saturado, es decir m = 7,1(T), y de la temperatura por encima de 0°C' (suponiendo
naturalmente que o, = 0), la ecuacién (3.5) se reduce a

80[

(5.1) N + V- (o) = % /0 Gi(m —m',m"o(m")oy(m —m')dm'+

+m /OOO Gy(m, m") o (m)oy(m’)dm'.

En primer lugar consideremos el dominio
(5.2) Q=Rx]0,1[={(z,2) e R*| 0 < 2z < 1},

el geopotencial V& = (0,g)” y el viento constante y horizontal v = (7,0). Esto es un
problema en dos dimensiones. Pero se ve facilmente que un problema analogo en tres
dimensiones con Q3 = {(z,y,2) € R*| 0 < 2z < 1}, V& = (0,0,9)7, v = (v,0,0), incluso
cuando ¥ = v(y) es una funcién de y, se reduce a nuestro problema en dos dimensiones.

Conformemente con (3.7) definamos la velocidad u = u(m) = u;(m) de una gotita de
masa m por la relacion

(5.3) u=1wu =ulm)=(v,— ).

a(m)
Si el proceso es estacionario, la ecuacion (5.1) se reduce a

(54) v(az,z) ' (U(m,fﬁ, Z)U’(m)) =
m " !/ !/ / / /!
= 3/ Bim —m' m"o(m', z,2z)o(m —m' x, z)dm'+
0
—m/ B(m,m o (m,x, z)o(m’, z, z)dm'.
0
Vamos a estudiar la ecuacién (5.4) con la condicién

(5.5) o(m,z,1) =a(m,x),

suponiendo para la funcién @(m, z) por ejemplo las condiciones:

(5.6) () € L'(Ry x R) N L>®(R, x R),

(5.7) g(m,z) >0 en Ry xR,

(5.8) supp (7) C [Mq, ma] x R (0 <My, <M < 0),
(59) A

Ml(mA - ma)’

8



donde

(5.10) M, = sup ma(m)

2Ma <M< A Mg </ <m—Tg 29

B(m —m',m').

Entonces tenemos el siguiente resultado ([12]).

TEOREMA 5.1. Si @(m,x) satisface las condiciones (5.6)-(5.9), entonces la ecuacion
(5.4) con la condicion (5.5) admite una y una sola solucién o en la clase

(5.11) o€ C([0,1]; LY(R. x R)) N L™(R, x R x [0, 1]).

Para demostrar el teorema 5.1 introduzcamos el cambio de variables

a(m)
g

E=x—-7

(1-2)

y definamos la familia de curvas

(5.12) 772{(m,§)ER+xR|§:r_@a(m)

(1-2)}, TeR

Entonces podemos escribir la ecuacién (5.4) en la forma

(5.13) %U(z) =F.(0(2)), o(2)=0(,-2),
F.(0(2)) = F(o(2))(m, &) =
= _mO;;m) [ygﬂ(ﬁ]@z) ﬁ(m — m/,m')a(m’,n',z)a(m . m,77]”72>lfw(dm/)+
ma(m) R
£ [ ot o, 2o, 62 s )
donde

T(m,&2z)=E6+7T m (1—2), ~Oml — 5 N[0, m] x R.

mientras 1’ y 1" son tales que

(m/7 77/) € 7T(TYL,§,Z)7 (m - m/’ 77”) € VT(m’é.:Z)'

En (5.13) p,(dm’) denota la medida sobre la curva .. Naturalmente la condicién (5.5)
se transforma en

(5.14) o(1) = o(m, £,1) = 5(m, €).

Podemos considerar la ecuacién (5.13) y la condicién (5.14) como el problema de
Cauchy para
o(-,,2) € LY(Ry x R).



Utilizando también una estimacién de la norma

HO-('a ) Z)|’L°°(R+><R)7

y estimando el operador integral con la ayuda de la propiedad de la convolucién sobre la
curva 7,, podemos obtener estimaciones necesarias para la resolucion de este problema de
Cauchy (para los detallos, véase [12]).

Volviendo a la ecuaciéon de evolucién, pero simplificando el problema en un dominio

0<z<1
con la velocidad de las gotitas .
u(m) = —W%
la ecuacién (5.1) se reduce a
(5.15) oo (m,t, z) + 0.(a(m,t, z)u(m)) =

— % / B(m —m',m"o(m' t,z)o(m —m' t, z)dm'+
0

—m /00 B(m,m")o(m,t,z)a(m’ t,z)dm’.
0

La idea de transformar el problema en una ecuacion diferencial ordinaria en un espacio
de Banach con el operador integral definido sobre una curva =, nos permite de obtenir la
solucién global de la ecuacién (5.15). Mds precisamente, tenemos el

TEOREMA 5.2. Supongamos que oo € L>®(R; x [0,1]) y7; € L®(Ry x Ry) satisfacen
las condiciones

ao(m,z) >0 c.d. sobre Ry x [0,1], a1(m,t) >0 c.d. sobre Ry x R,

ao(m,z) =0, a1(m,t)=0 para m € [0,m,] U [Ma, 0o].

Entonces la ecuacion (5.15) con la condicion a la frontera
(5.16) o(m,t,1) =a1(m,t)

y la condicion inicial

(5.17) o(m,0,z) =5o(m, z)

admite una y una sola solucion o € L>®°(R. x Ry x [0, 1]).

Para la demostracién del teorema 5.2, véase [4]. En la demostracién, ademads de la idea
sobre mencionada, utilizamos la propiedad de “cono de dependencia” para la solucion de
la ecuacién (5.15).

Es facil ver que, si 1(m,t) no depende de t o @;(m,t) tiende a una funcién &5°(m)
de manera adecuada, la soluciéon o obtenida en el teorema 5.2 converge a una solucion
estacionaria.
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6. Ecuaciones de la radiacién y su efecto térmico

En la ecuacién (3.2) hemos introducido el efecto térmico de la radiacién FE,.q y en la
construccién de la solucién local (teorema 4.1) lo hemos tratado como una funcién dada.
Ahora queremos examinar las relcaciones entre la radiacion y la temperatura.

Denotemos por I)(x,q) la intensidad de la radiacién de longitud de onda A en la
direccién ¢ € S? al punto x € R3 y por T(z) la temperatura al punto x € R3. Las
funciones I, y T pueden depender también del tiempo t € R, pero en la dinamica de la
atmosfera la propagacién de la radiacién debe ser considerada casi inmediata, de modo
que la ecuacién que determina la intensidad de la radiacién I,(z, ¢) no contiene término
relativo a la variation en t. En efecto, segin la descripcién de los fisicos (véase por ejemplo
9]), In(x,q) debe satisfacer la ecuacién

1

(6.1) —m(q V)2, q) = In(z, q) — IA(z,q, I\, T),

donde

(6.2) M@, q, I, T) = %%/y In(z, ¢ )PA(d, q)dq'+
e BT ()

(6.3) BI\T) = 2nch (exvr —1)7"

(en (6.3) c es la velocidad de la luz, h la constante de Planck y k la constante de Boltz-
mann); se acostumbra llamar B[\, T la funcion de Planck. En (6.1) (y (6.2)) ax(z) es el
coeficiente de absorcién y 75 (x)Py(¢', q) es el de difusién (por desviacion o por reflexion),
¢’ siendo la direccién de la radiacién entrante y ¢ la de la radiacién saliente. Para ay(x),
ra(z) y Pr(¢,q) admitimos que

(6.4) ax(z) >0, ra(z) >0, ax(z)+ri(zr) <C <oo (C:constante),
1
(6.5) PA(¢'9) 20 Vd,qe S’ — | Pd\q)dg=1 V¢ €S
S2

Para la temperatura 7', en primer lugar consideramos la ecuacion estacionaria con una
difusién dada por un operador de Laplace, es decir

(6.6) RAT =V - F (k : constante > 0),

donde F' es definido por

(6.7) P (B, Py Fy),  Fyx)— / / I(x, q)q,dgd.
0 S2

El término V - F' representa el efecto térmico de la radiacién.
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Para formular un problema matematico, ponemos la condiciéon de la entrada de la
radiacion a través de la frontera 0€2 del dominio €2

(6.8) I\(2° q) = I)(2" q),  para x € 9Q, q€ S*(29),

S?2(2%) ={qe S?|Fe>0,2" +aqgeQ, Vacl0,e[},

y la condition en la frontera para la temperatura
(6.9) n-VT =0 sobre 0.

Entonces podemos demostrar el resultado siguiente.

TEOREMA 6.1. Sea Q un abierto limitado de R3 con la frontera regular. Si ay(z) >
0 y ra(x) > 0 son suficientemente pequenos, entonces el sistema (6.1), (6.6) con las
condiciones (6.8)-(6.9) admite una solucion ({Ix}xecjo,00, 1) en la clase
(6.10) I, € L®(Q x S?), VA€]0,00], T € H*(Q)), inf T(x) > 0.

€N

Para la demostracién del teorema 6.1, véase [13].
Es 1til recordar que la funcién B[\, T| (véase (6.3)) es muy nolineal. Pero ella posee
propiedad de monotonia, lo que nos permite de demostrar la existencia de una solucién.

7. Calculo numérico

Para mostrar la validez de nuestro modelo, naturalmente necesitamos desarrollar el
método niimerico para las ecuaciones del modelo.

Como primero ejemplo de simulaciéon numérica, consideramos el problema del viento
que forma nubes, pasando por encima de las montagnas. Denotemos por h(x) (aqui para
simplificar escribimos x en lugar de x7) la altura de la superficie de la tierre y consideremos
el viento que sigue la superficie de la tierre en la direcciéon de x. La componente en la

0, \/1]ih'2)T de la velocidad del viento v = (v1,0,v3)

direccion de la superficie (

1
i ) \/1+h/2 )
esta definida por

1 dh
7.1 W= ———=(v1 + 5—v3).
( ) m( 1 dx 3)
Partiendo de las ecuaciones (3.1)-(3.3) y utilizzando esta expresién w de velocidad, pode-
mos formular las ecuaciones del movimiento estacionario en una dimensién, es decir,

0 d d*w
2 % == fi—
(7.2) 4/1+h/2wdxw h dx2+
R d h
+fow — ————=——=—(0T) — ——=—=09 — aw +7,
,um\/1+h’2d-75( ) Vi+n?
con . N
fi Zm[g(% +4)+¢],
1 2 n,. .2 2 n
=——h"|— (W " +4 2R = 1) = K )"
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ar T R d w

w
) — = f— — — [ —(———=
(73) QCU1/1+h/2de‘ HdIQ ,umg d$(1/1+h/2)+
d o d 2
"‘91(%10) + ggw%w + gsw” + Lnggla
con . A
g = m(n(g + 1) +Q),
—2h n
G2 = mhﬂ(g +¢),
1 2 4 2
=———h" 1+ =h h
y
d (o(x)w(z)
7.4 Bl A A NN
(7.4) d$<\/1+h/2) ’

en la ecuacién (7.2) hemos introducido el término de friccién con la superficie de la tierra
—aw y el gradiente de la presion de base —~.

En realdad es necesario considerar en la ecuacién (7.2) la presién debida a todas las
componentes del aire. Pero aqui neustro interes principal es examinar el comportamiento
de la temperatura, por eso utilizamos una aproximacién en la cual para el efecto mecénico
la densidad del aire se aproxima por la densidad del aire seco. Por eso de (7.4) resulta que

b KoV 1+ h”
w

(7.5)

con una constante K,. Asi podemos substituir la expresiéon (7.5) en las ecuaciones (7.2)-
(7.3) y nuestro sistema (7.2)-(7.4) si reduce a un sistema de dos ecuaciones.
Ahora tenemos que precisar el término Ly Hy que se halla en la ecuacién (7.3). Puesto

que, segun nuestra hipdtesis, el mismo aire pasa en todo el camino, si la densidad del
vapor en el punto de partencia es 7, la en el punto z serd 7(z) = WO% (0o siendo la

densidad del aire en el punto de partencia). Entonces la cantidad de H,O condensada sera
o

[QOQ(x) - ﬁvs(T)]Jr? qo = %

Recordemos que con el viento los puntos materiales que forman el aire se desplazan,

asi que, si denotamos con x(t) la posicién de un punto material y con < la derivada

dt
material, tenemos

da:(t): w

dt V1n?

Por eso la expresién de Hy; esta dada por

d

(7.6) Hy = —laoo(r) = Tus(T())]" Tos(T(2))] "

_ Li[ (z) —
T Vi pde
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Como la funcién que se halla en (7.6) es fuertemente no lineal, utilizaremos una aprox-
imacién sucesiva. Pero en la aproxiamcion sucesiva simple el término LgHy crea una
oscilacién. Para evitarlo, utilizaremos el siguiente esquema de aproximacion sucesiva.

Supongamos que tenemos la n-ema aproximacién (w!™, T1"). Entonces definamos o[
y Tyd (0) por

g = KoV 07

Y

,63(9[™ —273,15) 1 n
] (glnly _ _F O m_ L
T (00) = oo Bol0 o, i) = — Mor
observamos que 9" es el promedio de T k = 1,--- ,n. Con o™ y 7 (9") definamos

g
H[n] — w _ [n]
9 1+ h2de 000

Definidos H 5[]7} y L[;;}, podemos considerar el sistema de ecuaciones para la n + 1-ema
aproximacion

A, L = (3244 — 2,72 9i)10%,

dw[nJrl] d2w[n+1]
. k =
(7.7) ¢ dx h dx? +
d T[n+1] hlk
+ fowl™tH — —2 oz Y 1+ h? i n+1]g — aw™ Y 4 5,
M 1 + h/ X
dT[n+1] dZT[nJrl] R T[n+1] d [n+1]
(7.8) kyc _ — k14 R? S
dx dz? JTi. wrtlde ™ /72
dw[”“] dw[n-l-l} n n
‘|‘91( - )2 +gzw[n+1] +g3(w[n+1])2 + L[gl]HgEZ}'

dzx

Las ecuaciones (7.7)-(7.8) son ecuaciones diferenciales del segundo orden. Pero los co-
eficientes para los términos de la derivada segunda son muy pequenios en comparacion con
los para los términos de la derivada primera. Asi non se puede utilizar directamente el
método de elementos finitos. Por eso utilizamos el método de diferencias finitas y resolve-
mos el problema de Cauchy con el valor de las funciones en el punto inicial y el valor de la
derivada primera en el punto inicial. En la utilizacion de este método, pero, necesitamos
introducir algunas modificaciones para evitar el efecto de la instabilidad numérica, que la

discontinuidad de la derivada de la parte positiva de una funcién, - [gool™ — [”](9[”1)]
puede provocar. En efecto, utilizamos una aproxiamcién pesada de las derivadas
d 7 1 1
% o~ ggli 1) = (@) +wli = 1) + gu(i — )N
d2
|~ i+ 1) = 20() +w(i - 1)N?
y analogamente para T' en el esquema de diferencias finitas (i = 0,1,--- , N — 1, N siendo

los puntos de discretizacién del esquema).
Con estos métodos hemos calculado la velocidad, la temperatura y la cantidad de HyO
condensada (véanse [1], [2]). El resultado del célcolo muestra que, si la densidad del vapor
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en el punto de partencia es suficientemente poca, como es obvio, no hay la condensacién
del vapor y encima de las montagnas de 1000 metros la temperatura disminuye de 9,80
grados, precisamente como la transformacion adiabatica preve. Si por ejemplo la densidad
es 14,45 g/m? (= 1,2 % del aire) y la temperatura es 293, 15°K (20°C') en el punto inicial,
entonces hay la condensacion del vapor a partir del punto de 380 metros de altura y la
temperatura disminuye de 6,55 grados en la cima de la montagna de altura 1000 metros,
como se observa en la naturaleza. Es decir, nuestro calculo numérico de la solucién de las
ecuaciones nos da los valores que la teoria preve.
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Para concluir, citemos:

LUZ'Y AIRE

Con la luz transparente del huyente viento,

La espuma de cerveza se sublima en los cielos claros.
Las plumas de ligereza llevando, vuelan los pajaros,
Habitantes del flurdo aire en movimiento.

Con la plateada luz de la estrellada noche,
Paseando en el Malecon, sin ruido miramos al mar.
Unos vasos de ron con placer vamos a tomar.
Indiferentes de los que van veloz en coche.

Con la suave luz de la soleada neblina,
Sentados en el jardin de todos los colores,
Gozamos copas de vino entre yerbas y flores,
Contemplando nubes encima de la colina.

Con la alegre borrachera del dulce marzo
Ojeamos el aire de la revolucion,
Escuchamos la luz de la liberacion,

Hasta siempre en los rayos del dulce marzo.

Hisao
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