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1. Introducciéon

En estos apuntes se exponen y demuestran resultados basicos sobre existencia,
unicidad y regularidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias en con-
diciones un poco mas débiles que las clédsicas, de forma que los resultados clasicos se
deducen de éstos. No es una introduccién adecuada para aquél que no ha estudiado
antes ecuaciones ordinarias porque el hecho de tratar soluciones débiles complica
algunos conceptos y hace mas sutiles ciertas demostraciones. Sin embargo, el que
conozca la teoria comun de soluciones clasicas notara que la mayor parte del desa-
rrollo puede hacerse exactamente igual, con la ventaja de que las soluciones de este
tipo son utiles al trabajar, por ejemplo, en problemas de ecuaciones diferenciales
parciales, donde la extension del concepto de solucién de una ecuacion diferencial
ordinaria es fundamental para atacar los problemas mas rudimentarios; de hecho,
ésta fue la motivacion inicial de estas notas. Este trabajo es tal vez apropiado para
aquél que quiere estudiar ecuaciones ordinarias con mas profundidad o necesita re-
sultados mas precisos. He intentado también que los enunciados sean completos de
forma que pueda ser util como referencia.

A pesar de no ser una introduccion, el desarrollo es autocontenido y sélo requiere
conocimientos previos de analisis real e integracion de Lebesgue.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias formalizan las situaciones en las que se
conoce la relaciéon entre una cierta cantidad variable y su velocidad de cambio. No es
sorprendente entonces que algo tan fundamental aparezca en una gran variedad de
contextos: los ejemplos usuales incluyen ecuaciones que reflejan la evolucién de una
poblacién o el movimiento de un cuerpo que sigue las leyes de Newton. El presente
trabajo es tedrico, y uno de los méritos de la conocida teoria de existencia, unicidad
y comportamiento que recoge es que asienta las bases para responder a las preguntas
mas fundamentales que aparecen en el estudio de estas ecuaciones: jpodemos hablar
de algo a lo que podamos llamar una solucion? ;jqué caracteristicas generales tiene
esa solucion? jqué tipos de aproximaciones son razonables al atacar un problema?



2. Definiciones y propiedades generales

2.1. Definicién de solucion

Definicién 2.1 (Solucién). Sea f : D — RN con D un subconjunto de R x RY.
Una solucion en el sentido de Carathéodory (o simplemente solucién) de

¥ = f(t,x) (1)

es una funcién localmente absolutamente continua x : I — R¥ definida en cierto
intervalo real no trivial I, tal que (¢,z(t)) € D para todo t € I y a'(t) = f(t, z(t))
para casi todo t € I.

Una solucion en el sentido de Carathéodory de

{ ¥ = f(t,z)

l’(to) = X9

(2)

es una solucion x de tal que ¢y estd en su dominio de definiciéon y que cumple
x(to) = .

Hay un orden natural entre las soluciones de : una solucién es mayor que
otra si es una extension suya. Normalmente estamos interesados en soluciones en un
intervalo tan grande como sea posible, a los que llamamos intervalos maximales:

Definicién 2.2. Sea I un intervalo real no trivial, z : I — R" una solucién de .
Decimos que [ es un intervalo maximal de definicién de x cuando = no puede
extenderse a una solucién definida en un intervalo mayor.

Una observacion bésica es la siguiente, que es cierta en las condiciones mas
generales posibles:

Proposicién 2.3. Sea D C R x RY un conjunto cualquiera, f : D — RY una
funcion, (to, o) € R x RY. Cualquier solucién de

{ (E/:f(t,$)

$(t0) = X9
puede extenderse a una solucion definida en un intervalo maximal.

La demostracion es sencilla: con el orden natural del que hablabamos, el conjunto
de todas las soluciones de que extienden a la solucion dada es un conjunto
inductivo y, usando el lema de Zorn, tiene un elemento maximal, que es una solucion
definida en un intervalo maximal en el sentido anterior. Sin embargo, los detalles
de la prueba de que dicho elemento maximal es efectivamente una solucién son un
poco mas sutiles que en el caso de las soluciones clasicas, donde resulta evidente, y
por esto los incluyo aqui:



Demostracion. Con el orden natural que hay entre las soluciones de , el conjunto
de todas las que extienden a la solucion dada es un conjunto inductivo y, usando
el lema de Zorn, tiene un elemento maximal, que es una solucién definida en un
intervalo maximal.

Veamos que efectivamente es un conjunto inductivo. Sea {z;};cr un conjunto de
soluciones totalmente ordenado en el sentido anterior (donde el conjunto de indices
I" no tiene por qué ser numerable), con cada x; definida en un intervalo I;. Definamos
el conjunto I como la unién de todos ellos:

1;:U1i

el

Probemos algo que resultara util: dado cualquier compacto J C I, existe un cierto
intervalo de los I; tal que J C I;. Esto es claro, ya que si a := min(J),b := max(J),
entonces a esta en un cierto I; y b estd en un cierto I;. Como la familia de intervalos
es totalmente ordenada, uno de ellos (pongamos [;) contiene al otro (I;), asi que
a,b € I;, luego J C [a,b] C I,.

En particular, esto prueba que I es un intervalo (si contiene a dos puntos extre-
mos, contiene a todos los intermedios).

Definimos = : I — RY de la siguiente forma: dado ¢ € I, cualquier z; que
esté definida en ¢ (y hay alguna que lo estd) toma el mismo valor en ¢, ya que las
soluciones se extienden unas a otras; podemos entonces definir x(t) := z;(t) para
cualquier ¢ € I tal que t € I;, y no hay ambigiiedad en esto. Ocurre que:

» (t,x(t)) € DVt € I por definicién, ya que x siempre coincide con algun z;,
que es solucion.

= 1 es absolutamente continua en compactos, ya que en cualquier subintervalo
compacto coincide con un cierto x; por la observacion anterior.

= 1 cumple la ecuacién en casi todo punto de I también porque coincide en
compactos con un cierto x;.

Esto prueba que x es solucién en I, luego el conjunto de soluciones que extienden a
una dada es inductivo y hemos terminado. O]

Observacion 2.4. Esta demostracién usa el axioma de eleccién (en la forma del
Lema de Zorn), aunque bajo condiciones més restrictivas puede evitarse (ver la
demostracion del Teorema 3.1 en [5], pag. 13).

Obsérvese que existe una solucion en un intervalo maximal que extiende a una
dada, pero no tiene por qué ser unica, y si existen varias no tienen por qué estar
definidas en el mismo intervalo.

Definicién 2.5 (Solucién general). Sea D un subconjunto de Rx RY, f: D — RV,
Una solucion general de ' = f(t, x) es una funcién x definida en un subconjunto
E de R x R x R¥ tal que para cada (ty, o) € R x R tal que la funcién z(-, ty, o)
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estd definida en algin punto, x(-,tg, zo) es una solucién del problema de valores

iniciales
{ ' = f(t,x)

[L’(to) = 2o

Es comin que aparezcan también ecuaciones dependientes de parametros, de la
forma general

¥ = f(t,z,\) (3)
donde f depende también de un cierto parametro A y tenemos una ecuacién distinta

para cada valor del parametro. El concepto de solucién general es en este caso una
funcién z(t, ty, o, A) que depende también de A. Este concepto incluye al anterior:

Definicién 2.6 (Solucién general de un sistema dependiente de parametros). Sea
f:D — RY, con D un subconjunto de R x RV x R*.

Una solucién general de ' = f(t,z, \) es una funcién z definida en un subcon-
junto E de R x R x RY x R¥ tal que para cada (tg, 29, \) € R xR tal que la funcién
x(+, to, To, A) estd definida en algiin punto, x(-, ¢y, o, A) es una solucién del problema

de valores iniciales
{ = f(t,xz,\)

x(to, to, 2o, A) = o

2.2. Definicion de unicidad de la solucion

Se podria pensar que el concepto de unicidad de solucién de una ecuacion di-
ferencial no debe necesitar definicién: la soluciéon de una ecuacién es tnica cuando
so0lo hay una. Aunque esencialmente es asi, se requiere precisar esto un poco mas,
ya que no queremos considerar como distintas aquellas soluciones que son la misma
funcién definida en intervalos distintos. De lo contrario, cualquier ecuacién con solu-
cion tendria varias soluciones y el concepto no seria muy util. Entonces, se necesita
un concepto ligeramente distinto de unicidad:

Definicién 2.7 (Unicidad de solucién del problema de valores iniciales). Sea f :
D — R¥, con D un subconjunto de RxRY, ¢t € R, z, € RY. Decimos que la solucién
del problema de valores iniciales es Unica cuando cualesquiera dos soluciones de
(2) coinciden en la interseccién de sus dominios de definicién.

Definicién 2.8 (Unicidad de solucién de la ecuacién). Sea f: D — RY con D un
subconjunto de R x RY. Decimos que la solucién de 2/ = f(t,z) es tnica cuando
para cualquier condicién inicial z(ty) = x¢ (con ty € R, zo € RY) la solucién del
problema de valores iniciales asociado

es unica.



El concepto de unicidad de solucién de la ecuacion es local, en el sentido de que
la siguente definicién es equivalente a la anterior:

Definicién 2.9. Sea f : D — R¥, con D un subconjunto de R x R". Decimos que
la solucién de es unica cuando para cualquier condicién inicial z(tg) = xo (con
to € R, 2o € RY), cualesquiera dos soluciones de coinciden en la interseccion de
sus dominios de definicion y un entorno de t.

Demostracion de la equivalencia. Las condiciones de la primera definicién incluyen
claramente las de la segunda. Por otra parte, si z,y son dos soluciones de (1f) y
llamamos I a la interseccién de sus dominios (un intervalo), las condiciones de la
segunda definiciéon implican que el conjunto I donde coinciden z e y es un abierto
de I. Como z,y son continuas, I es también cerrado y es por tanto todo I. O]

En el caso de que la solucién de ([1)) sea tinica, la extension a un intervalo maximal
de definicion de la solucién de cada problema de valores iniciales también lo es. En
este caso la solucién general estd naturalmente definida en el intervalo maximal para
cada condicién inicial (g, ), que solemos denotar por I(tg, o).

Definicién 2.10 (Dominio natural de la solucién general). Sea f : D — RM con
D un subconjunto de R x R¥, y supongamos que la solucién de es unica. El
dominio natural de la solucion general de es el conjunto

E = {(t,t(],l’o) ER xR x RN | t e I(to,x‘o)},
donde I(tg, xo) es el intervalo maximal de definicién de la solucién de
¥ = f(t,x)
x(to) = 29

Sea f : D — RY, con D un subconjunto de R x R" x R¥. Supongamos que
la solucién de (si existe) es tnica para cada A € R*. El dominio natural de
definicion de la solucion general de z' = f(t,x, \) es el conjunto

E:={(t,to,x0,\) ERXx R xRV x R¥ | t € I(ty,20,\)},
donde I(tg, xg, A) es el intervalo maximal de definicién de la solucién del pvi

= f(t,xz,\) ()
l’(to) = 29
En las condiciones anteriores, cuando hablemos de la solucién general
de (1)) o de (3) se dard por supuesto que estd definida en su dominio
natural de definicion.



La siguiente es una propiedad general de las ecuaciones diferenciales en condi-
ciones de unicidad. Formaliza en hecho de que una misma soluciéon de la ecuacién
(1) es solucién de muchos problemas de valores iniciales distintos.

Proposicién 2.11. Sea f : D — RY, con D un subconjunto de R x RN y supon-
gamos que la solucion de (1)) es tinica. Sea x la solucion general de , definida en
su dominio natural E. Entonces, para cualesquiera (t,to,xo), (t',to, xo) € E ocurre
que (t, V', x(t' to,x0)) € E y

flf(t, tU? 170) = Qf(t, tla ZE(t/, t07 [Eo))

Observacion 2.12. Se entiende mejor este hecho si se piensa en z(-, tg, z9) como “la
solucion que en ty vale zy”, y entonces el enunciado se vuelve algo evidente: “la
solucién que en ty vale x( es la solucién que en t’ vale. .. lo que vale esa solucién en
t/.”

Demostracion. Basta observar que (-, t, o) es también una solucién en I(ty, o)

del pvi
y' = f(t.y)
y(t/> = l’(t/, th .130)
La unicidad prueba entonces el enunciado. O

3. Existencia y unicidad

Salvo que se indique expresamente otra cosa, a lo largo de este trabajo
usaremos en R" la norma del méaximo,

|z|| = ||z, == méx{|z1],...,|zn|} paraz=(z1,...,2n) € RV,

3.1. Condiciones de Carathéodory

. Cuéles son las condiciones minimas sobre f para que la ecuacién 2’ = f(t, z)
tenga solucion? Las siguientes no son minimas, pero son unas condiciones sencillas de
enunciar que cumplen ciertas propiedades razonables, como se vera a continuacién.
Demostraremos después que el que f las cumpla es efectivamente suficiente para que
exista una solucién.

Definicién 3.1 (Condiciones de Carathéodory). Sea D C R x RY un subconjunto
cualquiera. Decimos que f : D — RY cumple las condiciones de Carathéodory en D
si f(t,x) es medible en t para cada « fijo, continua en x para casi todo t fijo y para
cada subconjunto compacto K C D existe una funcién mg € L'(R) tal que

| f(t,z)|| < mg(t) paratodo (¢t,z) € K.



Decimos que f cumple las condiciones de Carathéodory globalmente si cumple
las condiciones de Carathéodory y ademas my puede escogerse independientemente
de K; esto es, existe m € L'(R) tal que

1f(t,x)|| <m(t) paratodo (t,z) € D.

Observacion 3.2. Normalmente denotaremos las variables de f como f = f(t, z)
cont € R, z € RV, de forma que cuando decimos “medible en ¢ para cada x fijo”
o “continua en x para casi todo t fijo” queremos decir, respectivamente, que las
funciones

t f(z,t) (dado z € RY fijo) (5)
x+— f(x,t) (dadot € R fijo) (6)
cumplen la propiedad que se enuncia. Dichas funciones estan definidas en el conjunto
para el que dicha definicién tenga sentido. Cuando ese conjunto es vacio, las funciones

anteriores cumplen trivialmente todas las propiedades que se piden. Dicho convenio
de lenguaje se utilizara varias veces en estos apuntes.

Observacion 3.3. La propiedad de que f cumpla las condiciones de Carathéodory
a veces se denota diciendo que f es L' Carathéodory, porque en otros contextos se
usan funciones que cumplen lo anterior para mg en algin L? en lugar de L'. De
estas ultimas se dice que son LP Carathéodory. No sigo esta nomenclatura porque
aqui no aparecen funciones de este ultimo tipo.

Las condiciones de Carathéodory son suficientes para asegurar que, dada una
funcién continua x, la funcién f(¢,z(t)) es localmente integrable. Esto es de hecho
necesario para que la ecuaciéon 2’ = f(t,x) pueda tener solucién en el sentido de la
definicién [2.1] El siguiente lema estd tomado de [3]:

Lema 3.4. Sea I un intervalo real acotado y H : I x I — R una funcion tal que

t— H(t,s) es medible para todo s € I fijo

x+— H(t,s) es continua para casi todot € I fijo.
Entonces, la funcion
h:I—R
h(t) := H(t,t)
es medible.
Demostracion. Dado n natural, definimos la funcién h,, : I — R como
H(t, ) sitl<t<2 (p=1,...
o) = {05 SR SE<E =1
H(1,1) sit=1

que es medible porque H es medible en ¢ para todo s fijo. La sucesion de funciones
h, converge puntualmente en casi todo punto a la funcién ¢ +— H(t,t) (converge en
todo punto ¢ para el que H(t,-) es continua), luego dicha funcién es medible. O]
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Lema 3.5. Sea D C R x RY un subconjunto cualquiera, f : D — RN una funcion
que cumple las condiciones de Carathéodory en D.
Six: I — RN es continua y (t,z(t)) € D para todo t € I, entonces cada
componente de la funcion
h:I—RY (7)
t— f(t z(t))

es localmente integrable.

Demostracion. Basta demostrarlo en el caso en que f : D — R, ya que esto se aplica
a cada componente de f. Supongamos por tanto N = 1. La funcién

H:IxI—R
H(t,s) := f(t,2(s))

estd en las condiciones del Lema luego h (definida en (7)), con N = 1) es
medible. Adema&s, dado un compacto J C I, consideramos el compacto K = Jxz(J)
y la funcién integrable myg proporcionada por las condiciones de Carathéodory.

Entonces,
W) = |f(t ()] <mk(t) Vie

luego h es integrable en J. O]

Proposicién 3.6 (Equivalencia de la ecuacion integral). Sea D un subconjunto de
RY, f: D — RN una funcion que cumple las condiciones de Carathéodory.

Una funcion x : I — RY definida en un intervalo no trivial I es una solucién de
si y sdlo si x es continua, (t,x(t)) € D para todo t € I y x cumple la siguiente
ecuacion integral:

x(t):mo—i—/tf(s,x(s))ds vVtel

Demostracion. Si x es solucién, por definicién es continua y (¢, x(t)) € D para todo
t € I; la ecuacion integral se obtiene integrando en los dos miembros y usando el
teorema fundamental del calculo.

Sea x : I — R una funcién continua tal que (¢,z(t)) € D para todo t € I.
Cada componente de la funcién s — f(s,x(s)) es localmente integrable gracias al
Lema [3.5] luego la ecuacién integral tiene sentido. Si z la satisface, el Teorema
Fundamental del Calculo nos dice entonces que = es absolutamente continua y que
2'(t) = f(t,z(t)) c.p.d. en I; ademds, x cumple la condicién inicial, luego es solucién

de . O

3.2. Limites de soluciones

Algunas de las propiedades mas usadas en relacién con las ecuaciones diferencia-
les, ya sean ordinarias o parciales, son las propiedades de paso al limite. Este tipo de



resultados hablan sobre la aproximacion de las soluciones de una cierta ecuacion por
las de otra ecuacién que sea aproximada a la original en un cierto sentido, especifi-
cando precisamente en qué sentido. Contestan a la pregunta de “si varia un poco la
ecuacion, jcuanto varia la solucion?”. Esta pregunta aparece detras de tantas otras
por razones fundamentales, y el intento de responderla es el motivo de una variedad
enorme de teorias que estan en el centro del estudio de las ecuaciones diferenciales.
. Por qué surge esta pregunta? ;Por qué hay que responderla?.

Una razon es que las ecuaciones diferenciales surgieron como modelos de cosas
que ocurren en el mundo real. Extraer consecuencias del comportamiento de cierto
objeto, como por ejemplo el vuelo de un avion, requiere conocer al menos datos
iniciales sobre él, en este caso posiblemente su posicién y su velocidad. Requiere
también conocer la influencia de cosas externas: la atraccién de la Tierra, el roza-
miento con el aire, el empuje de los motores... Es un hecho que no podemos medir
todas estas cosas con absoluta precisién, ni siquiera en teoria. ;Es entonces valida
la ecuacion que estamos usando? jse parecerd su solucion a la trayectoria real del
avién?. Peor ain: aunque pudiésemos asegurar que la ecuacién es perfectamente
aplicable, en la inmensa mayoria de los casos simplemente no sabemos cémo es su
solucién. La tnica forma de calcularla en cuanto la complicacién del modelo es mini-
mamente realista es intentar aproximarla con un ordenador, que al menos hoy no es
capaz de dar una solucién exacta, sino obtenida por métodos mas o menos ingeniosos
que proporcionan la esperanza de algo que se parezca a la solucion abstracta de la
ecuacién inicial. Se hace necesario entonces justificar de alguna forma satisfactoria
que tenemos motivos para pensar que, aunque inexacto, nuestro intento de solucién
no esta después de todo tan lejos de lo que deberia ser la solucién exacta de la
ecuacion. Debemos responder entonces, jcémo de aproximadas son las ecuaciones
aproximadas?.

Otro motivo mas abstracto, pero igualmente fundamental: es dificil convencerse
de que ciertas ecuaciones tienen de hecho, no ya esta solucién concreta, sino alguna
solucion. La forma més 1til y mas natural que tenemos de intentar probarlo es mirar
ecuaciones lo mas parecidas posible pero que sean mas sencillas en algin sentido,
de las que ya sepamos algo, y entonces ver que una posible solucion de la ecuacion
dificil seria también parecida a las que conocemos, aunque con sus caracteristicas
propias que la hacen valiosa. En muchos casos éste es esencialmente el inico método
conocido disponible, lo que da una idea de la importancia y la omnipresencia de la
clase de resultados de la que hablamos. Con frecuencia éste método es también
aplicable para encontrar propiedades de la solucién, obtenidas como limite de las
propiedades de las soluciones aproximadas.

La siguiente proposicién dice que la convergencia uniforme de soluciones es so-
lucion; los resultados posteriores diran en qué condiciones podemos asegurar que
cierta sucesion de soluciones debe converger con este tipo de convergencia, y por
tanto a una solucién.

Proposicién 3.7. Sea D C R x RY un conjunto cualquiera, I C R un intervalo.
Sea f: D — RN una funcion que cumple las condiciones de Carathéodory en D, y



para cada n € N, sea x,, una solucion de ' = f(t,x).
Supongamos que {x,} converge uniformemente en I a una cierta funcion x :
I — RY. Entonces x es también solucion de 2’ = f(t,z).

Demostracion. Como {z,} es una sucesiéon uniformemente convergente en compac-
tos de funciones continuas, x es continua.

Sea J C I un intervalo compacto cualquiera, y ty € J. Ver que x es solucién en
J equivale a demostrar que, para t € J,

x@zﬂm+[f@ﬂw%7

sabiendo que cada x,, cumple, para t € J,

%m:%%nfjﬁ%@wa (8)

de forma que el problema consiste en pasar al limite en esta ecuacion.
Consideremos, para cada n € N, la funcion

hy :J — RY
hn(s) = f(57xn(5))‘

Como {x,} converge (en particular) puntualmente y f es continua en la variable z,
la sucesion de funciones {h,} converge puntualmente a la funcién f(-, z(-)). Gracias
a la continuidad de x y de nuevo a la convergencia uniforme de la sucesion, existe
un compacto C C R tal que z,(J) € C V n € N, y si usamos la cota m en el
compacto J x C' dada por las condiciones de Carathéodory sobre f,

| hn(s)||, < m(s) Vseld

El teorema de la convergencia dominada nos permite pasar al limite en ((10)) y ase-
gurar entonces que x es solucién en J. Por tanto, x es solucién en I, ya que J era
un subintervalo compacto arbitrario de I. O

De hecho, no es dificil encontrar condiciones que garantizan que una sucesién de
soluciones como las anteriores tiene una parcial que converge uniformemente:

Proposicién 3.8. Sea D C R x RN un conjunto cualquiera, J C R un interva-
lo compacto, tgo € J y f : D — RY una funcién que cumple las condiciones de
Carathéodory globalmente en D. Para n € N, sea z, : J — RY una solucion de
' = f(t,x) con condicion inicial x(ty) = x.

Supongamos que {xy} es una sucesion acotada. Entonces {x,} tiene una parcial
que converge uniformemente en J a una solucion x de ¥’ = f(t,x).
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Para demostrar esto conviene separar dos resultados que son de por si intere-
santes, aunque elementales. Es conocido que las funciones absolutamente continuas
son, en particular, uniformemente continuas. Decimos que una sucesion de funciones
Yn : I — R, con I un intervalo, es uniformemente absolutamente continua cuando
cada y, es absolutamente continua y ademés sus derivadas estan acotadas por una
funcion integrable independiente de n; es decir, cuando hay una funcién m integrable
en R tal que

Iy, (H)] <m(t) pet.tel, VneN

Lema 3.9. Sea {y,}nen una sucesion uniformemente absolutamente continua de
funciones reales definidas en un intervalo I C R. Entonces, {y,} es equicontinua.

Demostracion. Sea m una cota de y/, independiente de n. Para t > t' € I, por el
teorema fundamental del calculo,

t/
/ v (s) ds
t

donde hemos fijado t, € 'y definimos M(t) := [,
1.

[yn(t) — yn(t)| =

t t
< [ Wl ds< [ mis)ds = Ma(e) - 2o
t t
" m(s)ds, una funcién continua en

Esto prueba que la continuidad de y, es independiente de n, y por tanto la
sucesion es equicontinua. O

Lema 3.10. Sea {y,}nen una sucesion uniformemente absolutamente continua de
funciones reales definidas en un intervalo I C R.

Si para algin ty € I ocurre que {y,(to)} es una sucesion acotada, entonces {y,}
estda acotada uniformemente en compactos de 1.

Demostracion. Sea M una cota de {y,(tp)} independiente de n, y m(s) una cota
integrable de la derivada de y,,, también independiente de n. Si J C I compacto, no

tenemos mas que escribir, parat € J, n € N,
t
/ [yl (s)] ds| < M + / m(s) ds,
to J

t
mlta) + [ 4,(5)ds| < o) +
lo cual es una cota independiente de n. O

lyn (8] =

to

Demostracidn de la proposicion[3.8 Las funciones z,, son absolutamente continuas
y como son solucién de la ecuacién 2’ = f(t,x) ocurre que para cada componente
(xn); de z,, (1 =1,...,N), para casi todo t € J y cualquier n € N,

|(@n)i(0)] < M, (O] = [f (¢ 2 (8))] < m(?)

con m una cota de Carathéodory de f. Ademas, {z,(ty)} esta acotada por hipétesis,
luego podemos aplicar los lemas y para ver que {x,} es una sucesion de
funciones uniformemente acotada y equicontinua en J (ya que todas sus componentes
lo son).

Por el teorema de Ascoli-Arzela, {x,} tiene una parcial que converge uniforme-
mente en J, y su limite es solucién de 2’ = f(t,z) gracias a la Proposicién 3.7 O
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Este resultado puede extenderse de varias formas: una de ellas es considerar
que las soluciones x,,, en lugar de ser soluciones de la misma ecuacién, lo son de
ecuaciones aproximadas en cierta forma. Entonces, un tipo adecuado de convergencia
es necesaria. Un ejemplo de este resultado es el siguiente:

Proposicién 3.11. Sea D C R x RN un conjunto cualquiera, I C R un intervalo y
f:D — RN una funcion que cumple las condiciones de Carathéodory en D.

Para cada n € N, sea r, : D — RY. Supongamos que las funciones r, cum-
plen las condiciones de Carathéodory de forma que en cada compacto, las inte-
grales de sus cotas tienden a cero; dicho mds exactamente, suponemos que pa-

ra cada K C D compacto ezisten funciones reales integrables {my,}nen tales que
[ru(t, 2)|| < mn(t) V (t,2) € K y

lim / mn(s) ds = 0. (9)
" JR
Para cada n € N, sea x, una solucion en I de la ecuacion
¥ = f(t,z) +r(t,z).

Supongamos que {x,} converge uniformemente en compactos de I a una cierta
funcion x : I — RY. Entonces x es también solucién de 2’ = f(t,x) en I.

Demostracidn. Se trata de repetir la prueba de la proposicion [3.7], pasando ahora al
limite en . .
T (t) = 5 (to) +/ f(s,xn(s))ds+/ (S, Tn(s)) ds. (10)
to to
El tnico término nuevo es la segunda integral, que converge a cero gracias a la
hipotesis @D, usando las cotas correspondientes en el mismo compacto J x C' de la
demostracion de la proposicién |3.7 O

Proposicién 3.12. Sea D C R x RY un conjunto cualquiera, J C R un interva-
lo compacto, tg € J y f : D — RY una funcién que cumple las condiciones de
Carathéodory globalmente en D.

Para cadan € N, sear, : D — RY, y supongamos que las funciones r,, cumplen
las condiciones de Carathéodory globalmente en D con cotas m,,, de forma que

liyrln/mn(s) ds = 0. (11)

Paran € N, sea z, : J — RY una solucion de 2’ = f(t,x)+r,(t, z) con condicion
o S
inicial x(ty) = x.

Supongamos que {z{} es una sucesion acotada. Entonces {x,} tiene una parcial
que converge uniformemente en J a una solucion x de ¥’ = f(t, ).
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Demostracion. La demostracion sigue los mismos pasos que la de la proposicion (3.8],
pero se necesita un detalle técnico: probemos que existe una parcial de {r,} (a la
que llamamos igual) y una funcién real R integrable tal que

|ra(t,z)|| < R(t) VY (t,z) € D.

De hecho, si tomamos una parcial tal que

1
/mn(s) ds < —,
R 2n

y definimos R :=)_°, m,, (posiblemente infinita en algunos puntos), entonces

=1
R(s)ds < — = 1.
| &) o

Como su integral es finita, R es finita en casi todo punto y ademdas cumple lo que
queriamos.

Usando esta parcial podemos entonces llevar a cabo el mismo razonamiento que
en [3.8] Teniendo en cuenta que si m es una cota de Carathéodory de f en J,

|z, (Ol < m(t)+ R(t) pet.ted VneN,

los lemas|3.9]y prueban que la sucesién {z,} estd uniformemente acotada y es
equicontinua. Por el teorema de Ascoli-Arzela, {x,} tiene una parcial que converge
uniformemente en J, y su limite es solucién de 2’ = f(¢, x) gracias a la Proposicién

B.11 O

Observacion 3.13. Estos teoremas de convergencia no son suficientes para algunas
aplicaciones muy naturales. Por ejemplo, frecuentemente resulta 1util aproximar las
soluciones de una ecuacion por soluciones de ecuaciones més regulares, con mejores
propiedades. Una forma de hacer esto para aproximar soluciones de ' = f(t,x) es
considerar soluciones de la ecuacién regularizada por convolucién =’ = (f *x¢,)(t, x),
donde {¢, }, es una sucesién regularizante en R x RY (una sucesién de funciones di-
ferenciables con integral uno y con soporte contenido en entornos del origen cada vez
ma&s pequenos). Pues bien: los teoremas anteriores, hasta donde sé, no bastan para
pobar que una parcial de las soluciones regulares converja a la (o a una) solucién de
la ecuacién original. En realidad, tampoco sé si esto es verdad en condiciones gene-
rales (por ejemplo, cuando f cumple las condiciones de Carathéodory), y sospecho
que tal vez sea necesario anadir alguna otra hipétesis sobre f. Agradezco cualquier
sugerencia sobre esto.

3.3. Existencia

Teorema 3.14 (Existencia global). Sea I es un intervalo real no trivial y f : I X
RY — RY,
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Si f satisface las condiciones de Carathéodory globalmente en I x RN, entonces
para cualquier condicion inicial x(ty) = zo con ty € I, 1o € RN, existe una solucion

de definida en 1.

Demostracion. Sea x; : I — RY una funcién continua. Consideramos la sucesion de
funciones {x, },en definida recursivamente por

Tpp1(t) == + /tf(s,xn(s))ds, tel,neN. (12)
to

La expresiéon de la derecha tiene sentido (ver Lema . Para esta sucesion de
funciones no podemos aplicar directamente la proposicién [3.8 pero la idea es la
misma. Para ver que {x,} es uniformemente acotada y equicontinua en compactos
no tenemos mas que tomar un compacto J C I cualquiera y, esencialmente, repetir
los calculos que ya hicimos: Paran € N, t € J,

[Znia (O < ol +

[Otf<s,xn<s>>ds

< |zl + < ||@o|| + < 0

/t 1 (s, 20(5))]] ds

/t: m(s)ds

Por otra parte, para t,t’ € J, con m una cota de Carathéodory de f en algtin entorno
compacto de {(t,z(t)) | t € J},

[2n 1 (f) = 2o ()] <

_ ‘ / ' f(s,20(s)) ds / s ()] ds

< /t " () ds = /t:m(s)ds— /t:/m(s)ds

donde M es, como antes, M (t) := ft m(s)ds para t € J.

Por el teorema de Ascoli-Arzela [5.2) {z,} tiene una parcial uniformemente con-
vergente en compactos de I a una cierta funciéon z. Pasando al limite en de la
misma forma que en la demostracion de la proposicion (3.7, x es una soluciéon en [

de 2/ = f(t,x). O

/t:f(&xn(s))ds — /t:/f<87xn<5))d8

<

= [M(t) = M(t)],

Este teorema global se enuncia més frecuentemente en su versién local, que
demostramos a continuacién. Aunque la demostracién del resultado local podria
hacerse de forma muy parecida a la del anterior (ver por ejemplo [2], [5] o [3]),
puede demostrarse también a partir de éste, mostrando una técnica muy util.
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Teorema 3.15 (Existencia local). Sea D un subconjunto cualquiera de R x RY y
supongamos que (to, o) es un punto de su interior.

Si f: D — RY satisface las condiciones de Carathéodory en D, entonces existe
una solucion de definida en un entorno de t.

Demostracion. Sea (tg,xo) € D,y tomemos K un entorno compacto de (to,xg) vy
U C D un abierto relativamente compacto que contenga a K y tal que U C D.
Se sabe entonces que existe una funcién positiva ¢ : R x RY — R diferenciable tal
que ¢ vale 1 en K y 0 fuera de U, y |¢| es siempre < 1. Definimos f:RxRYN =
RY como f := f¢ en U, f = 0 fuera de U. Esta f cumple las condiciones de
Carathéodory (tiene la misma regularidad que f y es siempre < f), y ademés las
cumple globalmente:

Hf(w,t)H <mg(t)V (t,z) € R x RY,

donde my es la cota que da la condicién (3.1)) para el compacto U. Podemos entonces
aplicar el Teorema |3.14] al problema

{ x’:f(t,x) (13)

y deducir que tiene una solucién z definida en R. Como es continua podemos tomar
J € R un entorno compacto de ty, no trivial, tal que (¢,z(t)) € K V't € J. Entonces,
como f = f en K, x cumple el problema de valores iniciales en J. O]

3.4. Prolongacion de soluciones

Lema 3.16. Sea D un subconjunto cualquiera de RxRY y f : D — RY una funcion
que cumple las condiciones de Carathéodory globalmente en D. Supongamos que x
es una solucion de x' = f(t,x) definida en un intervalo [a,b].

Si x tiene un cierto limite x(b) en b y ocurre que (b, x(b)) estd en el interior de
D, entonces x puede prolongarse a una solucion en un intervalo [a,b+ €[ para cierto
e > 0.

Demostracion. El teorema de existencia local nos da una solucién y de 2/ = f(t, z)
con valor inicial y(b) = z(b), definida en un entorno de b. Si extendemos entonces
x(t) := y(t) parat > b, x es también una solucién de z’ = f(¢, x), ya que es continua
en b y cumple la ecuacion. O

Lema 3.17. Sea D C R x RN un abierto, f : D — RY una funcién que cumple las
condiciones de Carathéodory en D.

Cualquier intervalo mazimal de definicion de cualquier solucion de x' = f(t,x)
es abierto.

Demostracion. De lo contrario, z tiene limite en el extremo (las soluciones son con-
tinuas) y el lema m prueba que es posible extenderla. O
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El siguiente resultado dice que si f cumple las condiciones de Carathéodory
globalmente, las soluciones siempre tienen limite en sus extremos:

Lema 3.18. Sea D un subconjunto cualquiera de RxRY y f : D — RY una funcién
que cumple las condiciones de Carathéodory globalmente en D. Supongamos que x
es una solucion definida en un cierto intervalo |a,b| de la ecuacion ¥’ = f(t,x).

Entonces, x(t) tiene limite (posiblemente infinito) cuando t tiende a cualquiera
de los extremos a,b.

Demostracion. Lo probaremos para uno de los extremos, por ejemplo b.

Si lim;—p z(t) existe y es infinito, hemos terminado. De lo contrario, podemos
tomar una sucesién t,, en ]a, b[, que tienda a b, tal que {z(¢,)} estd uniformemente
acotada; tomando una parcial suya podemos suponer que x(t,) tiene un cierto limite
finito o € RY,

Para t €]a, b[ y cualquier n € N podemos escribir

(@) — afl < llz(t) = 2(ta) | + 2(tn) — -

SKZMQ%-

Por otra parte, si m es una cota de Carathéodory de f,

/ttn m(s)ds

[ (t) = x(tn)]| < <

/t "N, 2()] ds

Por tanto, paran € Ny t €]a, b,

b
() — af S/t m(s) ds + [|x(tn) — ol

luego, tomando limite en n,

Iww—anslym@@.

Esto prueba que x tiene limite « en b. O

Lema 3.19. Sea D un subconjunto cualquiera de R x RN y f : D — RY una
funcion que cumple las condiciones de Carathéodory en D. Supongamos que x es
una solucion de ' = f(t,x) definida en un intervalo |a,b[ con a < b.

Si hay una sucesion {t,} de puntos de |a,b] que tiende a b y tal que (t,,x(t,))
tiende a un punto del interior de D, entonces x tiene limite en b.

Se tiene también el resultado andlogo en el extremo a.

Demostracion. No podemos aplicar directamente el lema anterior porque f no cum-
ple las condiciones de Carathéodory globalmente; sin embargo, veamos que para t
cerca de b, (t,z(t)) se queda dentro de un entorno compacto de (b, z), donde las
condiciones de Carathéodory si se cumplen globalmente.
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Tomemos h > 0, r > 0 tales que K = [b — h,b] x B(z,r) C D. Sea n suficiente-
mente grande para que t, € [b — h,b], [|2(t,) — z|| < § y ocurra que

b r
/ m(s)ds < -,
tn 2

con m una cota de Carathéodory de f en K.
Veamos que (t,z(t)) € K para t € [t,,b[. De lo contrario, tomemos el primer
t' €]t,, b] tal que x(t') € 0B(z,r). Entonces,

l2(t) = 2l < [lz(t) = z(ta) || + l(tn) — 2| < g+/t 1f (s, 2(s))]| ds

, ¢ , b
§——|—/ m(s)d8§—+/m(s)ds<7“,
2 tn 2 tn

luego z(t') esta en el interior de B(z, ), una contradiccién.
Por tanto, (t,z(t)) € K para t € [t,,b[ y podemos aplicar el lema anterior m
para decir que lim;_, z(t) = z. O

Corolario 3.20. Sea D un subconjunto cualquiera de R x RN y f: D — RN una
funcion que cumple las condiciones de Carathéodory en D. Supongamos que x es
una solucion de ' = f(t,x) definida en un intervalo maximal I, y que el extremo
derecho [izquierdo] de I es un nimero finito t*.

Sea {t,} una sucesion en I tal que t, — t*. Entonces o bien ||z,| — oo o bien
{t,} tiene una parcial {t,,} tal que (ton,x(tsy)) tiende a un punto de la frontera de

D.

Demostracion. Lo contrario de la conclusion es que hay una cierta sucesion t,, — t*
tal que (t,, z(t,)) converge a un punto (¢*, z) del interior de D. El lema [3.19 prueba
que z tiene limite en t*, y teorema de existencia local nos permite entonces
prolongar la solucién mas alla de t*, lo cual contradice que el intervalo de definicién
de la soluciéon fuera maximal. O

Una forma de ver el resultado anterior es pensar que en las mismas hipdtesis,
(t,z(t)) “tiende a la frontera de D” cuando t — t*, con el siguiente significado (ver

[5], pég. 13):

Definicién 3.21. Sea I un intervalo real, * un punto del cierre de I, D C R x R¥
un abierto y a una funcién o : I — D.

Decimos que «(t) tiende a la frontera de D cuando t — t* si para cualquier
compacto K C D existe un cierto € > 0 tal que si t € I con |t —t*| < €, entonces
at) ¢ K.

Si I no es acotado a la derecha, decimos que «(t) tiende a la frontera de D
cuando t — oo si para cualquier compacto K C D existe un cierto M > 0 tal que si
t > M, entonces «a(t) ¢ K.

Se tiene también la definiciéon andloga para —oo.
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Es decir: una funcién tiende a la frontera de D si a partir de un cierto punto se
queda fuera de cualquier compacto de D que elijamos.

Observacion 3.22. Obsérvese que si D es acotado, entonces « tiende a la frontera
de D en el sentido usual de convergencia hacia un conjunto: la distancia entre o y
la frontera de D tiende a cero.

El corolario anterior demuestra este comportamiento:

Corolario 3.23. Sea D un subconjunto cualquiera de R x RN y f: D — RN una
funcion que cumple las condiciones de Carathéodory en D. Supongamos que x es
una solucion de x' = f(t,x) definida en un intervalo mazimal I =a,b|, donde a,b
pueden ser posiblemente infinitos.

Entonces, (t,z(t)) tiende a la frontera de D cuando t — b (y también cuando
t—a).
Demostracion. Lo demostraremos para b. Supongamos que no ocurre esto. Entonces
hay un cierto compacto K C D y una sucesién de puntos ¢, € [ tal que t,, — by
(tn,z(t,)) € K. Como K es acotado, esto implica que b debe ser finito. Entonces el
corolario da dos posibilidades: o bien ||z(,)|| — oo (lo cual no es posible de
nuevo porque K es acotado), o bien una parcial de (t,,z(t,)) tiende a un punto de
la frontera de D, pero esto tampoco es posible porque esta sucesion esta en K y el
cierre de K (el propio K) no tiene interseccién con la frontera de D. ]

A veces es 1util tener una cota inferior de la longitud del intervalo hasta donde
puede definirse la solucién cuya existencia demostramos antes, saber de qué depende.
El siguiente resultado consigue esto:

Teorema 3.24 (Existencia local, segunda versién). Sean to € R, xg € RN, 4y C el
“rectangulo” [to, to + ] X B(xg,r). Sea f : C — RN una funcién que satisface las
condiciones de Carathéodory en C' con cota m, y sea 3 > 0 tal que

to+0
/ m(s)ds <r
to
Entonces cualquier solucion del pui
/ — t
$<t0> =X
puede extenderse al menos a [to, to + a] con a = min«, f3.

Demostracion. De lo contrario, estara definida en un intervalo [ty, ¢*[ maximal a la
derecha, con t* < tg+ a, t* < tg + 3. Como C' es acotado, el corolario m (ver
también la observacion [3.22)) dice que x(t) tiende a la frontera de B(xq,r) cuando

t — t*. Pero esto no es posible, ya que para t € [tg, t*],

t t to+03
|x(t) — xo| < /t IIf (s, z(s))] ds < /t m(s)ds < / m(s)ds <r.

to
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Lema 3.25. Sea D un abierto de R x RY y f : D — RN una funcion cualquiera, vy
sea x una solucion de ' = f(t,x) definida en un intervalo |a,b|.

Entonces se da el reciproco del corolario [3.20 FEs decir, si para cierta sucesion
{tn} cont, — b ocurre que limz(t,) es infinito o (t,,x(t,)) tiende a un punto de la
frontera de D, entonces |a,b| es mazimal a la derecha.

Demostracion. Es evidente si el limite es infinito. En el otro caso, por continuidad
cualquier posible extensién a la derecha de = cumple que (b, z(b)) pertenece a la
frontera de D, fuera de D, en contradiccién con la definicién de solucién. m

3.5. Desigualdades diferenciales

El objetivo de esta seccién es mostrar algunos resultados sobre comparacion entre
soluciones. Por esto, las ecuaciones seran siempre de una sola incégnita, es decir, del
tipo 2’ = f(t,x) con f real definida en un cierto subconjunto de R?, de forma que
sus soluciones son funciones reales y no vectoriales como en los apartados anteriores.

Definicién 3.26. Sea f : D — R una funcién, con D C R? un conjunto cualquiera.
Sea (to,zo) € D.
Una solucion maximal de la ecuaciéon

= f(t,x
ZL‘(to) = X9

es una solucién x de dicha ecuacién, definida en un intervalo maximal [ y tal que si

y : I1 — R es otra solucién de ' = f(t,z) definida en ¢y con y(ty) < zo, entonces

y(t) <z(t) vtelnl.
Una solucion minimal se define de forma analoga.

Una solucion maximal local es lo mismo que una soluciéon maximal, pero sin la
condicion de estar definida en un intervalo maximal; es decir, una solucién maximal
local es lo que dice la definicién anterior cambiando “definida en un intervalo maxi-
mal” por “definida en un intervalo no trivial cualquiera I”. Andlogamente definimos
una solucion minimal local.

Es claro que una solucién maximal local o minimal local en un intervalo dado,
si existe, es Unica, ya que cualquier otra que lo sea debe ser a la vez mayor y menor
que ella.

Uno de los resultados principales de esta seccion es que las soluciones de dos
ecuaciones pueden compararse; o, visto de otra forma, que las desigualdades dife-
renciales pueden resolverse como se hace con las ecuaciones. Lo que dice el siguiente
resultado es que si sabemos que y/'(t) < f(t,y(t)), entonces y es siempre menor que
la solucién de la ecuacion 2’ = f(¢, ) con el mismo valor inicial, o mayor.
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Teorema 3.27 (Solucién de una desigualdad diferencial). Sea D C R? un conjunto
abierto y f : D — R una funcion que cumple las condiciones de Carathéodory.

Sea x una solucion mazimal local de ' = f(t,x) definida en [ty,b] para ciertos
to < b € R. Supongamos que y : [to,b|— R es una funcidn absolutamente continua
tal que

y(t) < f(ty(t)  p.ct. t € [t b]
y(to) < x(to)-

Entonces,
y(t) <z(t) Vte [ty bl

La demostracion de este resultado es facil para soluciones en el sentido clasico, ya
que basta con analizar qué ocurre en caso de que las soluciones se corten: si se cortan
en un punto ¢; donde y'(t1) < f(t1,y(t1)) = f(t1,z(t1)) = 2'(t1), entonces y sigue
siendo menor que x un poco a la derecha de t;. Si ocurre que ¥/'(t1) = f(t1,y(t1)),
entonces se puede aproximar y uniformemente por soluciones que estan en el ca-
so anterior. Esta demostracién puede encontrarse en [5]. Sin embargo, en el caso
presente para soluciones en el sentido de Carathéodory, la demostracion requiere
otro método, porque las soluciones no tienen por qué ser derivables en todo punto,
y podrian no serlo donde se corten. Ademas, parece que se requieren condiciones
adicionales sobre f para poder aproximar uniformemente estas soluciones por solu-
ciones cldsicas (ver observacién . Me costé encontrar una forma de probarlo, y
no he podido encontrar el resultado en [3], [8] o [7].

Demostracion. De lo contrario, ocurre que y(t1) > x(t1) para cierto t; €]ty, b[. Como
tanto 2 como y son continuas, podemos tomar el primer punto o € [t, ;[ donde x
e y se cortan antes de 1, es decir, tal que x(ty) = y(to) y x(t) < y(t) para t €]ty, t1].
Vemos entonces que es suficiente llegar a una contradicciéon con las hipotesis del
teorema y suponiendo que z(ty) = y(to) v que x(t) < y(t) para t € [ty, b], ya que en
ese caso podemos aplicarlo al intervalo [fo, ;[ y terminar.

Por tanto, suponiendo esto, definamos la funcién g : D — R por

g(s, Z) _ {f(s,y(s)) Sl s E]to,b[ vy z < y(s)

f(s,2) en otro caso.

Observemos que el conjunto usado para partir la definicién de g es abierto, ya que
y es continua. Llamemos A a dicho conjunto:

A:={(s,z) € D|s €ty by z<y(s)}.
La funcién g cumple las condiciones de Carathéodory en D:

» Para cada z fijo es medible. Si fijamos z, ¢(-,z) coincide con f(-,y(-)) en el
abierto {s | (s,z) € A} y es igual a f(s, z) fuera de él. En ambos conjuntos es
medible, luego es medible.
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» Para casi todo s fijo es continua, ya que si fijamos s tal que f(s,-) es continua
(lo cual ocurre para casi todo s, ya que f cumple las condiciones de Ca-
rathéodory), entonces g(s,-) es continua: coincide con f(s,-) siempre, o bien
coincide con f(s,+) en un intervalo, es constantemente f(s,y(s)) en otro y es
continua en el punto de union.

= Si m es una cota de Carathéodory de f en un compacto K C D, entonces la
funcién dada por m(s) :=m(s) + f(s,y(s)) si s € [to,b] y que coincide con m
si s ¢ [to, b] sirve como cota de Carathéodory para g en K.

Entonces el teorema de existencia local dice que existe una solucién u defi-
nida al menos en [ty, a| para cierto ty < a < b del problema

{u’ = g(t,u)
u(to) = x(to) = y(to)

Dicha solucién u tiene que ser mayor o igual que y. De lo contrario, ocurre que
u(s) < y(s) para s en cierto subintervalo |¢1,¢s[ con u(t;) = y(¢;). Entonces por el
teorema fundamental del calculo, para ¢ €]tq, o

ult) — y(t) = / (9(s, u(s)) — ¢/(5)) ds

> / (g(s,u(s)) — F(s,y(s))) ds = / (F(5,9(s)) — F(s,y(s))) ds = 0,

t1 t1

lo cual contradice lo anterior. Pero entonces, por definicién de g, ocurre que u es
también solucién de z' = f(t,x) y cumple que u > y > x en |to, a[, lo cual contradice
el que x sea una solucion maximal local. O

Lema 3.28. Sean tg,xo € R y C el rectangulo [to,to + ] X [xg — 7,20 + 7]. Sea
f:C — R una funcion que satisface las condiciones de Carathéodory en C' con cota

m, y sea 3 > 0 tal que
to+p
/ m(s)ds <.

to

Llamemos a = min «, 3. Entonces, existe una solucion mazimal local x de
= f(t,x
fr=sio »

definida al menos en [ty,ty + al.
Se tiene también el resultado correspondiente para soluciones minimales locales.

Demostracion. Consideremos para cada n € N la funcién f, : C — R dada por

fultiz) = f(t,2) -~ ¥ (t,a)€C.

n
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La funcién que vale m(t) + = para t € [to,t + o] y cero fuera sirve como cota de
Carathéodory para f,. Ademas, para n grande se cumple que

to+08 1
/ (m(s)+ —)ds <,
to

n

luego todas las soluciones del problema

{x’ = fu(t,x) (17)

I(to) = 29

estdn definidas, para todo n mayor que un cierto m € N, al menos en [tg, %y + a
gracias al teorema m Tomemos, para cada n > m, una solucion z,, de . Usando
la proposicién podemos encontrar una parcial suya que converge uniformemente
a una solucién x de en [tg, to +a]. Veamos que dicha z es una solucién maximal
local.

Si no fuese asi, hay una solucién y de &’ = f(t,z) con y(tg) = x¢ tal que y(t) >
x(t) para cierto t > . Entonces para cierto n suficientemente grande y(t) > z,(t),
pero esto no es posible por el teorema [3.27] ya que

]

Teorema 3.29. Sea D C R x RY un abierto, f : D — RY una funcion que cumple
las condiciones de Carathéodory en D, (to,z9) € D. Entonces, existe una solucion

maximal x del pvi
{x’ = f(t,x) (18)
x(to) = xg
Demostracion. Llamemos t* al siguiente supremo, posiblemente infinito:
t* :=sup{t >ty | existe una solucién maximal local definida en [to, [}

Como las soluciones maximales locales son tnicas en cada intervalo, podemos defi-
nir una funcién como en la demostracion de la proposicién sobre existencia de
soluciones definidas en un intervalo maximal: para cualquier ¢ € [ty, t*],

x(t) == y(t) para cualquier y solucién maximal local de definida en ¢

Dicha x es una solucién (lo es en cada compacto). Hemos terminado si probamos
que su intervalo de definiciéon es maximal a la derecha, porque entonces podemos
hacer lo andlogo para encontrar una solucién en un intervalo ]t,,tp] maximal a la
izquierda y uniendo las dos obtener una solucién maximal.
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Si t* es infinito hemos acabado, asi que supongamos que es finito. Si [to, t*[ no
es maximal a la derecha, entonces el lema |3.25 asegura que hay una sucesion t,
que tiende a t* tal que (,,x(t,)) tiende a un punto de D, y entonces el lema m
prueba que de hecho existe el limite en t* de x. El lema [3.28 nos permite extender
la solucion = a un intervalo mayor a la derecha, de forma que la solucién extendida
siga siendo maximal, contradiciendo la definicion de t*. O

3.6. Unicidad

La siguiente version del lema de Gronwall estd tomada de [3].

Teorema 3.30 (Lema de Gronwall). Sean o« > 0, I un intervalo real y to € I. Sean
x, 1 I — R funciones no negativas, con x continua y p integrable. Si se cumple que

/t w(s)z(s)ds

to
¢
/ p(s)ds
to

Definicién 3.31 (Lipschitz con constante integrable). Una funcién f : D — R"
definida en un subconjunto D C R™! (de la que denotamos las variables como
f = f(t,z)) se dice que es localmente Lipschitz con respecto a x con constante
integrable cuando para cada compacto K C D existe una funcién krx € L'(R) tal
que

z(t) < a+ Vtel

entonces

x(t)gaexp( > Viel

[f@tx) = [ty < k(@) [z —y|  para (t,2),(t,y) € K
Decimos que f es globalmente Lipschitz con respecto a x con constante integrable
cuando se cumple la condicién anterior para cierta k& € L'(R) independiente del
compacto; esto es, existe k € L*(R) tal que

[f(tx) = [yl < k() |z —y[  para (t,2),(t,y) € D

Teorema 3.32 (Unicidad). Sea D un abierto de RxRY. Si f : D — RY satisface las
condiciones de Carathéodory en D y es localmente Lipschitz con constante integrable,
entonces para cualquier (to, o) € D la solucion de es unica.

Demostracion. Supongamos que z, y son dos soluciones de definidas en un cierto
intervalo compacto J. Entonces, usando una constante de Lipschitz k(t) de f en un
compacto K tal que tanto J X z(J) como J X y(J) estan contenidos en K,

2(t) - ()] < / 1 (s, 2(5)) — (s, y(s))]| ds
< [ K a9 = vl ds < o =yl [ Gs)ds

to

Por tanto la solucién es tinica en un entorno de to, luego es tnica (ver la Definicién
y los comentarios anteriores). [l
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4. Regularidad

4.1. Reducciones del problema

Los siguientes argumentos aparecen en el libro de Hartman [5].

Al obtener propiedades de regularidad de la solucién general de o de a
partir de propiedades de la ecuacién (esto es, propiedades de la funcién f) pue-
den hacerse algunas reducciones importantes. Si tenemos f : D — RY con D un
subconjunto de R x RV x R¥, consideremos la ecuacién siguiente, dependiente de
parametros:

{x’ = f(t,z,\) (19)

l’(to) = 29
Una funcién z : E — RY (z = x(t,ty, 70, \)) definida en un subconjunto E de
R x R x RY x R¥ es una solucién general de esta ecuacién si y sélo si la funcién
i:FE—RY xR"
i’(t, to, Zo, )\) = (l’(t, to, Zo, )\), )\)

es solucion general de la ecuacion

6) = (") g

con condiciones iniciales

Esta tltima ecuacién no depende de parametros. Esto permite obtener resultados so-
bre la regularidad con respecto a z, A de las soluciones de una ecuaciéon dependiente
de parametros trabajando tinicamente con ecuaciones del tipo

{x’:f(t,:v) 1)

Qf(to) = X

La segunda reduccion, que tiene ciertas desventajas que indicaremos ahora, con-
siste en obtener regularidad con respecto al tiempo inicial ¢, de las soluciones de
una ecuacién cualquiera a partir de la regularidad con respecto a valores iniciales
y pardmetros de otra ecuacién. Si tenemos f : D — RY, con D un subconjun-
to de R x RN x R* una funcién = : £ — R" definida en un subconjunto E de
R x R x RY x R* es una solucién general de 2’ = f(t,z, \) si y sélo si la funcién

y:G—RY
y(ta t07$07 >\) = f['(t + t07t07 Zo, )‘) — Zo
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(definida en un cierto conjunto G para el que el término de la derecha tiene sentido)
es, para cada tg, xg, A fijos para los que esté definida, solucién de

Y = f(t+to,y + x0, N)
y(0) =0

y ésta es una ecuaciéon con parametros y condicion inicial fija.

Esencialmente, la primera reduccién nos permite evitar los parametros estudian-
do una ecuacién en la que sélo varian las condiciones iniciales; la segunda nos per-
mite fijar el tiempo al precio de estudiar una ecuaciéon que depende de parametros
adicionales.

La desventaja que mencionaba al principio es que los resultados obtenidos usando
esta reduccion de forma directa parecen ser sistematicamente mas débiles que los que
pueden obtenerse por otros métodos. Por esto las demostraciones de esta seccién no
la usan y en su lugar demuestran regularidad con respecto a las condiciones iniciales
to, Tg, obteniendo regularidad con respecto a parametros como consecuencia de la
primera reduccion.

4.2. Continuidad con respecto a las condiciones iniciales

Lema 4.1. Sea I un intervalo real, f : I x RY — RY wuna funcion que cumple las
condiciones de Carathéodory globalmente y que es globalmente Lipschitz con respecto
a x con constante integrable. Entonces la solucion general de es continua (en
todas sus variables).

Demostracion. Sea m la cota de las condiciones de Carathéodory, y k la constante
de Lipschitz integrable. Recordemos que por el Teorema [3.14], la solucién general de
estd definida en I x I x RY. Sean ¢,t',to,t) € I, o, z;, € RY. Entonces, usando
la ecuacién integral y el lema de Gronwall, tenemos los siguientes resultados:

|lz(t, to, o) — (¢, to, xg)|| <

Y

t
/ k() 125, fo, o) — (s, o, 2| ds

/t: k(s) ds ) | (22)

luego

It to, 20) — 2t to, 2| < llzo — 2] exp (
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Por otra parte,

Hfl:(t, th .1'0) - x(ta t/07 mO)H

/f(s,x(s,to,xo))ds—/lf(s,:v(s,t{),xo))ds

tg
< T / 1 (s, (s, £, 20)|| ds

to
to
/ m(s)ds
to

/t 1 (5. 25, to, 20)) — F(s, (s, th,z0)) | ds

<

Y

t
/ k(s)||z(s,to, o) — :E(s,tg,aso)H' +
luego, usando de nuevo el lema de Gronwall |3.30],

/t:am(s) ds| exp ( /t:k(s) ds)
/to § m(s) ds| exp ( /R k(s) ds). (23)

Como m es una funcién integrable (y por tanto la medida que define es absoluta-
mente continua con respecto a la medida de Lebesgue), sabemos que hay una cierta
funcion positiva b : R — Ry tal que lim,_ h(s) = 0 de forma que para ty, t; € R se

|2(t, to, 2o) — (t, ty, 2o)|| <

<

cumple que fo m(s)ds < h(|tg — t;|). Usando esto
ple que [, 0 :

|l (t, to, xo) — (¢, tg, z0)|| < h(|to — ty]) exp (/R k(s) ds) . (24)
Por 1ltimo,
(¢, to, z0) — z(t'; to, zo)||
[ st twrol as| < | [t s

Las estimaciones (22, (24)), (25 prueban que x es continua en sus tres variables
por separado; de hecho, como las cotas son independientes de los puntos particulares
que escojamos, prueban que es uniformemente continua en I x I x RY. O

<

< < h(lt —t']). (25)

Lema 4.2. Sea I un intervalo real y f : I x RN — RY wuna funcién que cumple las
condiciones de Carathéodory globalmente. Sea (tg, o) € I x RN, t; € I con t; # ty,
y supongamos que existe una unica solucion definida en [to, t1] del pvi

{ ' = f(t,x)

Entonces cualquier solucion general de definida en I x I x RN es continua en
[to,tl] X {to} X {ZL’O}
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Observacion 4.3. En el enunciado anterior, [to, t1] denota el intervalo delimitado por
to v t1, sin importar su orden. No se excluye el caso en que t; < tg.

Demostracién. Sea x una solucion general de (1)) definida en I x I xR"™. Demostremos
que es continua en un punto cualquiera (t,to, o), con t € [to, t1]. Sea (t",t{, z{) una
sucesién de puntos en I x I x RY que converge a (t,tg, z9). Entonces, si m es una
cota de Carathéodory de f,

Hm(tn7 tga 1’8) - l’(t, tO? mO)H

< (", 15, x5) — x(t, b5, 20) || + [l (L, t5, 25) — 2(t, o, zo) |

/t " ns) ds

asi que es suficiente probar que xz(t, 3, z{) — x(t, to, xo) cuando n — oo. La sucesién
de funciones {z (-, t{, z{)}, vistas como funciones definidas en [t, t1], es una sucesién
de soluciones de ' = f(t,z) en las condiciones de la Proposicién , luego una
parcial suya converge uniformemente a una solucion de que en ty vale zy y
que, por la hipétesis de unicidad, tiene que coincidir con z(-,ty,zo) en [to,t1]. De
hecho, por este razonamiento, cualquier parcial de la sucesion {xz(-, ¢, z)} tiene una
subparcial que converge uniformemente a z(-,to, zo) en [to, %], y por tanto toda la
sucesion converge gracias a un argumento muy comun (de lo contrario, habria una
parcial a distancia mayor que un cierto € > 0 de x(+,tp, zo), y ninguna subparcial
de ésta puede converger uniformemente a x(-, ¢y, zo), contradiciendo lo anterior). En
particular, z(t,ty, xf) — x(t, to, o). ]

< + |l (t, t5, xg) — x(t, to, zo)||, (27)

La demostracién de este lema no usa el resultado anterior. No sigue el método
de intentar obtener un resultado mé&s general aproximando la ecuacion por otras
ecuaciones mas regulares, para las que conocemos el resultado que se quiere demos-
trar, porque en este caso resulta mas complicado que una demostracién directa. El
problema es que las estimaciones y ([24)) no se prestan al paso al limite, porque
en ellas aparece explicitamente la constante de Lipschitz de f. Sin embargo, pueden
conseguirse resultados interesantes mejorando esta estimacion de forma que dependa
de propiedades méas débiles de f que la Lipschitzianidad local. Esto lo escribiré sélo
si resulta 1til en algiin momento.

Lema 4.4. Sea I un intervalo real, f : I x RY — RY wuna funcién que cumple
las condiciones de Carathéodory globalmente, y tal que la solucion de (1| es unica.
Entonces la solucion general de (definida en I x I x RY ) es continua (en todas
sus variables).

Este lema es una consecuencia directa del Lema 4.2

La razon de no obtener directamente el resultado siguiente en lugar de hacer pre-
viamente una versién que en cierta forma es global (Lema es que para demostrar
dicha versiéon no hay que preocuparse del dominio de definiciéon de las soluciones,
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que es siempre el mismo. Sin embargo, el siguiente teorema puede demostrarse exac-
tamente igual que el Lema [4.2| obteniendo antes algtin resultado que asegure que si
cierta solucion estd definida en un cierto intervalo compacto, las soluciones cercanas
estdn también definidas en ese intervalo. Esta tltima afirmacion es también una
consecuencia del Teorema que viene a continuacién; en particular, del hecho del que
el dominio natural de la solucién general sea abierto.

Teorema 4.5 (Continuidad con respecto a condiciones iniciales). Sea D un abierto
de R x RN, Si f: D — RN satisface las condiciones de Carathéodory en D y
tiene solucion unica, entonces la solucion general de es continua en su dominio
natural de definicion, y dicho dominio es abierto.

Demostracion. Sea (t,ty, zo) un punto del dominio de definicién de la solucién ge-
neral de (|1}, y consideremos el compacto

A= {(s,2(s,t0,20)) | 5 € [to, 1]},
contenido en D por definiciéon de solucion. Tomemos abiertos U, V' tales que
ACUccVccD

(donde X CC Y significa que X es compacto y X C Y). Como en la demostracién
del Teorema m, podemos cambiar f por una funcion f definida en I x RY de
forma que f coincide con f en U, f = 0 en RY I\ V y que cumple las condiciones
de Carathéodory globalmente en I x RY. Consideremos una solucién general Z del
problema 2/ = f (t,z). Por el Lema , dicha solucién general (definida en I x I x RY
es continua en [tg, t] X {to} X {0}, luego podemos encontrar un entorno abierto W
de [to, t] x {to} x {zo} tal que (s,Z(s,ty,x1)) C U para (s,t1,2;) € W. Como f = f
en U, T es una solucion general de 2’ = f(¢, ) en W. De hecho es la solucién general
en W, puesto que la solucién de esta ecuacion es tnica por hipotesis, y es continua
en (t,to, zp), como queriamos demostrar.

Esto prueba ademas que la solucién general x estd al menos definida en W, y en
particular en un entorno de (t,to, o). Esto implica que el dominio de definicién de
la solucién general de &’ = f(t,x) es abierto. O

4.3. Continuidad con respecto a condiciones iniciales y para-
metros

Como se explica en la seccién los resultados anteriores se aplican facilmente
al caso en que f depende también de un cierto parametro .

Teorema 4.6 (Continuidad con respecto a condiciones iniciales y pardmetros).
Sea D un abierto de R x RN x R¥. Si f : D — R satisface las condiciones de
Carathéodory en D y la ecuacion x' = f(t,x, ) tiene solucion unica para cualquier
valor del parametro \, entonces la solucion general de (3)) es continua en su dominio
natural de definicion, y dicho dominio es abierto.
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Demostracion. Este resultado no es méas que la aplicacion del Teorema 4.5 a la
ecuacion (20)). O

Observacion 4.7. Obsérvese que si hubiésemos demostrado continuidad respecto a
xo,t para la ecuacién (21) y extendido el resultado directamente con la segunda
reduccion de la seccion para obtener continuidad con respecto a ty hubiésemos
obtenido una condiciéon mas fuerte sobre f que la que aparece en el teorema anterior:
hubiéramos necesitado que f fuera también continua en t.

4.4. Derivabilidad con respecto a las condiciones iniciales

Las condiciones que se imponen a la ecuacion para deducir que su solucién ge-
neral es derivable con respecto al valor inicial x( suelen ser, esencialmente, que %
cumpla las mismas condiciones que cumplia f en el teorema sobre continuidad con
respecto a parametros. Por ejemplo, en [5], desde un punto de vista clasico, se exi-
ge que f sea de clase C' respecto de z. En este trabajo y en [3], que comparten
la misma teoria de existencia, se pide que % cumpla también las condiciones de
Carathéodory. La razén formal para esto es que puede probarse que la derivada de
la solucion general x con respecto al valor inicial zy cumple una ecuacién en la que
aparecen las derivadas parciales de f con respecto a x. De esta forma, es de esperar
que 597’”0 exista y sea continua si esta tltima ecuacién esta en las condiciones del teo-
rema de continuidad. La demostracién usual de este resultado ([5], [3]) consiste en
probar que el cociente incremental de la derivada de x con respecto a las condicio-
nes iniciales cumple otra ecuacién diferencial, y que ésta pasa bien al limite. Aqui se
presenta una demostracién distinta, que pasa por probar un resultado sencillo en
condiciones mas débiles para extenderlo luego al caso usual. Frente a la otra, ésta
tiene el inconveniente de ser menos elemental y contener ciertos detalles técnicos
que la oscurecen. Por otra parte, es interesante porque da una justificacion precisa
del argumento formal mencionado antes, y tal vez porque el primer resultado, mas
débil, se presta a generalizaciones que podrian resultar utiles en otro contexto.

La derivabilidad con respecto al tiempo inicial ¢, requiere condiciones ligera-
mente mas fuertes que las necesarias para probar regularidad con respecto a xg;
sin embargo, se puede seguir el mismo método de demostracion en los resultados
relacionados con esto.

En lo que sigue, 687’; denota la matriz de derivadas parciales de las componentes

de f con respecto a las componentes de xg.

Teorema 4.8. Sea D un abierto de RN. Si f : D — RY satisface las condiciones de
Carathéodory en D y es localmente Lipschitz con constante integrable con respecto
a la variable z, entonces la solucion general de x' = f(t,x) es localmente Lipschitz
con respecto a la condicion inicial xq, y es localmente absolutamente continua con
respecto al tiempo inicial t.

St f es globalmente Lipschitz con constante integrable con respecto a la variable
x, entonces la solucion general es globalmente Lipschitz con respecto a la condicion

29



micial xg.

En cualquiera de las condiciones anteriores, cada componente de la solucion ge-
neral es en particular localmente absolutamente continua con respecto a cada com-
ponente de xg y to y se cumple lo siguiente:

ox Lof ox
a_xo(tut(%x()) =1+ /t;) %(87'16(87t07x0>>a_aj0(87t0"r0) ds (28>

para todo t,tg € R y casi todo o € RN tal que x estd definida en (t,to, z0).

ox ox

taf
a_to(t’tme) - _f<t07 SE(]) + /to %(87 x(57t07x0))8__t()<87t07 IO) ds (29)

para todo t € R, xg € RY y casi todo ty € R tal que z estd definida en (t,to, x0).

Lema 4.9. Sea m : R — R una funcion integrable positiva, I un intervalo real no
trivial y f - I — R una funcion tal que

(@) — F) s/ym@)dt Vayel

Entonces, [ es una funcion absolutamente continua en I y ademas f'(x) < m(x)
para casi todo x € 1.

Demostracion. Sea € > 0, y tomemos § > 0 tal que
/ m <e VYV E CR medible tal que |F| <.
E

Entonces, si 1 < y1 < 23 < 4o < ... < x, < Y, son un conjunto finito de puntos de

I tales que
Z lyi — zi| <6,
i=1

tenemos que
n n Yi
Z|f<yi>—f<xi>|sz/ m(t)dt:/ m<e
i=1 i=1 Y i Us[@i,y4)

La cota de la derivada de f se cumple porque para cualquier punto x € I donde
tanto f como cualquier integral indefinida de m son derivables, y para h € R,

z+h
/ m(?) dt‘ ,

y pasando al limite cuando h — 0 tenemos que f'(z) < m(x). O

1 1
Tl [f() = [z +h)| < i
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Lema 4.10. Si C es un compacto de R x R x RY, entonces el conjunto

Ko:= |J [st] x {t} x {}

(s,t,x)eC
es un compacto de R x R x RV,

Demostracion. Dicho conjunto es la imagen de [0, 1] x C' por la siguiente aplicacién
continua:

[0, 1] x RxRxRY - RxRxRY
(A, s,t,x) — (As+ (1 — Nt  t,x).

]

Demostracion del teorema. El Teorema y el hecho de que en estas condicio-
nes la solucién es tnica garantizan que la solucién general x existe y es continua.
Sea (t,to, o) un punto cualquiera dentro del dominio de definicién E de z (que es
abierto). Sea C' cualquier entorno compacto de ese punto contenido en E, y conside-
remos K¢ el compacto del lema anterior correspondiente a C. Dicho compacto K¢
estd también contenido en E. La funcién (s,ty,z1) — (s,z(s,t1,21)) es continua,
luego la imagen por ella de K¢ es un también compacto, al que llamamos K. Si k
es una constante de Lipschitz integrable para f en K, se cumple la estimacion (22)
(ya que puede repetirse el argumento dado alli); para todo (s, t1,x1), (s,t1,2}) € C,

/tl k(s ds

Esto prueba que x es localmente Lipschitz con respecto a x.

En el caso de que f sea globalmente Lipschitz con constante integrable, el ra-
zonamiento anterior puede hacerse con C' = D, y se obtiene que x es globalmente
Lipschitz con respecto a xg

Para la continuidad absoluta con respecto a ty puede hacerse algo parecido: con
la misma cota k en K y con m una cota de Carathéodory de f en K puede repetirse
la estimacién para obtener que si (s,t1,1), (s,t],21) € C,

/tltllm(s> ds| exp ( /R k(s) ds). (31)

Con el lema [4.9] esto prueba que x es localmente absolutamente continua con res-
pecto a t.

Demostremos que se cumple la ecuacién . Se trata de justificar con rigor que
la expresién que se obtiene al derivar formalmente es correcta. Fijemos t,t, € R.
Podemos considerar la funcién x, fijadas sus dos primeras variables, como definida en
el conjunto abierto Ej,, := {zo € RN | (¢,t,79) € E} (posiblemente vacio). Como

(s, 11, 21) — (s, 11, &)I| < [l — ]| exp ( ) < Ko — )|, (30)

||.’L‘(8, tl’ ZEO) - ZE(S, t/17 xl)” <
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esta funcion es localmente Lipschitz con respecto a xg, sus derivadas parciales existen
en casi todo punto (ver Lema ; es suficiente aplicarlo localmente). Como x cumple
la ecuacién integral usual, podemos escribir

ox

a7(7&,250,% =1+ —/ f(s,z(s,to,x0))ds Vittg €R, p.ct. zg € Eiy,.
0

6(130

La funcién f(s, z(s, to, xg)), como funcién de s, xg, estd definida al menos en [¢, to] X
E} 4, Restringida a [t, to] x U, con U C E;4, un abierto acotado cualquiera con cierre
contenido en E; 4, se comprueba facilmente que esta en las hipétesis del Teorema
(para ser precisos es necesario aplicar el teorema para calcular cada parcial, fijando
el resto de variables): la cota sobre la derivada que aparece en las hipdtesis se tiene
gracias a que la funcién f(s, x(s,to, z9)) es Lipschitz con respecto a zg en [t, o] x U.
Por tanto,

0 o
a%(t,to,xo) =1 —i—/ E (s,x(s,to, o)) ds Vi, to €R, p.ct.xg € Epyy.
0 0

El Teorema [5.4], aplicado para derivar con respecto a cada componente de xy una
vez fijados s, tg, prueba que

x
— (s, tp, x
al’o( 0 0)

A t,to S R, Vse [t,to], p.c.t. kg € Et,t0~

(s,z(s,to,x0)) = ==(s,x(s,to, To))

9 of
0xg ox

En particular, los dos miembros coinciden para casi todo (s, ty, z9) € E'y podemos
sustituir uno por otro bajo la integral para obtener que

ox Lof ox
p O(t ,to, To) = I+/ %(s,x(s,to,xo))a—xo(s,to,xo) ds

to

i t,to € R, pCt o € Et,to;

que es lo que aparecia en el enunciado.

De forma analoga puede justificarse la derivacién con respecto a ty, usando esta
vez el teorema y obteniendo la cota uniforme de la derivada que justifica su
aplicacion de la estimaciéon y el lema Con esto se obtiene la otra ecuacion
del enunciado. O

Esto implica, como precisaremos ahora, que g—;} es la solucion general de una

ecuacién dependiente de pardmetros (fo y xp). La condicién inicial que cumple es
siempre T(to, to, z9) = I. Podemos aplicar entonces el Teorema ﬁ para asegurar

que su solucién general es tnica (luego es necesarlamente ) y es de hecho continua.

Esta es la idea del siguiente teorema.
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Teorema 4.11. Sea D un abierto de RxRY. Si f : D — R satisface las condicio-
nes de Carathéodory en D vy % también las satisface, entonces la solucion general
de ' = f(t,z) es de clase C' con respecto a la variable zo en su dominio natural de
definicion (que es abierto).
Ademds, para cada (ty, o) € D, g—aﬁ) es solucion de la ecuacion
Sy =L f(t,2(t,to, 20))y (32)
y(to) =1

Lema 4.12. Sea D C R x RM un abierto convexo, f : D — RYN. Supongamos que
todas las parciales de f con respecto a x existen en todo punto de D.

Entonces, si % cumple las condiciones de Carathéodory globalmente, f es Lips-
chitz con constante integrable con respecto a x.

St g—i cumple las condiciones de Carathéodory, f es localmente Lipschitz con

constante integrable con respecto a x.

Demostracion. Basta con que cada componente de f lo cumpla. Podemos suponer
que f: D — R (es decir, basta con el caso N = 1).
Para cada (t,z), (t,y) € D, la funcién

0,1] — [0, 1]
s— f(t,sx+ (1 —3s)y)

estd bien definida porque D es convexo, y es derivable con derivada continua. Luego

[f(t,2) = f(ty)| =

1
</
0

td
/0 %f(t,s:v+(1—s)y)ds

d 1
Gt )| ds = [T, 4 (1 a = )] s
1
< / N [Vaf(t, 52+ (1= 8)9)]ls | =yl ds
0

1
<N o=yl [ mit)ds = Nm(e) 2 = o]...
0

donde m es la cota integrable obtenida de las condiciones de Carathéodory sobre
af
oz”

Para demostrar el resultado local basta aplicar lo anterior en cualquier abierto

convexo y relativamente compacto de D. O]

Observacion 4.13. En el Lema la condicion de que D sea convexo puede sus-
tituirse por la de que para cada t, {x | (t,z) € D} sea convexo.
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Demostracion del Teorema. El lema anterior implica que estamos en las condicio-
nes del Teorema [4.8 La relacién (28) nos permite “extender” g—;} como sigue: la

conclusién del Teorema implica que

ox

—(t,t x)-]%—/t%( x(s, to, o))
8x0 > L0y L0) — o (93: S, S, 10, Lo

o
8.%'0

\ t(] € R, pCt Xg € RN, pCt te [(to, LU()),

(s,to, o) ds

donde I(ty,zo) es el intervalo maximal de definicién de la solucién de 2’ = f(t, z)
con condicién inicial z(ty) = o (posiblemente vacio). Podemos extender lo anterior
a todo t. Definamos

s, to, o) ds

t
0 Ox
t, to, x :—[+/ —f(s,x(s,tg, xg)) =—
¢(t, to, zo) ) o5 (5:2(s: o 0))81:()(
Vi € R, p.ct zge€ RN7 Vite I(to, 1’0).
Fijemos ty € R, y 29 € RY para el que ¢ esté definida. Con estos valores fijos, la
funcién ¢ coincide con g—j’;) para casi todo t, luego

¢
0
o(t, to, xg) = I—i—/ a—i(s,x(s,to,xo))gb(s,to,xo) ds VteI(ty, o).
to

Por unicidad de solucién, si la matriz y(t,ty, x1, to, o) es la solucién general de la
ecuacion

y = (?_i(tv (¢, to, o)) y
{Z/(tl)d: 1 )

(que es una ecuacién dependiente de los parametros tg, xg) ocurre que
¢(t,t0,$0) :y(t7t07lat07'x0) Vte ](t07x0)-

La soluciéon general y es continua gracias al Teorema , luego ¢ lo es (en todas las
variables), y de hecho la expresién anterior nos permite extenderla continuamente

a todo E. Para cualquier ¢, fijo, sabemos que 68—50 existe y coincide con ¢ en casi
todo g, t. Por el Lema , x es de clase C! con respecto a 7 en E, y su matriz de
derivadas parciales es ¢. O

Las condiciones para que las soluciones sean derivables también respecto del
tiempo inicial ¢y tienen que ser mas fuertes que las que aseguran derivabilidad con
respecto a xy, como muestra el siguiente ejemplo, tomado de [3]. La solucién general

de 2/ = f(t,x) con
0 sit<0
t,x) =
ftz) {1 sit>0
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es
rT+s—1t sit,s >0

(5.t,2) A sis>0,t<0
x(s, t,xr) = _
z—t sit>0,s<0
T sit,s <0

que es derivable con respecto a x, pero no con respecto a t o s.

Teorema 4.14. Sea D un abierto de R x RN. Si f : D — RY es continua en D
Y % existe y satisface las condiciones de Carathéodory en D, entonces la solucion
general de v’ = f(t, ) es de clase C* con respecto a todas sus variables en su dominio
natural de definicion (que es abierto).

Ademdas, para cada (ty, o) € D, g—t”g es solucion de la ecuacion

(34)

by =2 f(t,2(t to, 20))y
y(to) = f(to, o)

de lo cual se deduce directamente, teniendo en cuenta el teoremal[{.11] y la unicidad
de solucion de este sistema, que

Oz ox

a—to(t,toﬂﬁo) = a—%(t,to7xo)f(to7$0)

Demostracion. Se trata de repetir la prueba del teorema con la diferencia de
que esta vez necesitamos la hipétesis adicional de que f sea continua para obtener
la continuidad necesaria durante el razonamiento. El punto donde es preciso usar
esto es donde se deduce que si la matriz y(t, t1, z1, o, zo) es la solucién general de la

ecuacion
%y - %(t7 :L'(t, lo, 1’0)) Yy
(35)
y(t) = 1

entonces ocurre que

oz
g(tto,xo) = y(t, to, — f(to, o), to, xz0) Vt € I(ty, o),
0

donde se ve que es necesaria la continuidad de f si queremos obtener la de x.
Omito los detalles de la demostracién porque es muy similar a la anterior.  [J

4.5. Derivabilidad con respecto al valor inicial xy, y parame-
tros

En los resultados siguientes falta incluir la ecuacion que cumplen las derivadas de
la solucién con respecto a parametros y condiciones iniciales. Se obtienen también
directamente a partir del Teorema [4.11}
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Teorema 4.15. Sea D un abierto de R x RN x R¥. Si f : D — RN satisface

las condiciones de Carathéodory en D vy ai{A

solucién general de ' = f(t,x,\) es de clase C' con respecto a las variables xq, A
en su dominio natural de definicion (que es abierto).

también las satisface, entonces la

Ademas, % es solucion de la ecuacion
d 0
y =5ty + %
y(to) =0

Demostracidn. Se obtiene con la primera reduccién mencionada en la seccién 4.1}
aplicando el Teorema a la ecuacion (120)). O

4.6. Derivabilidad con respecto a condiciones iniciales y pa-
rametros

Teorema 4.16. Sea D un abierto de R x RN x R*. Si f : D — RY es continua
en Dy % existe y satisface las condiciones de Carathéodory en D, entonces la

solucion general de ' = f(t,x,)\) es de clase C' con respecto a todas sus variables
en su dominio natural de definicion (que es abierto).

Demostracion. Se usa de nuevo la primera reduccién de la seccién para eliminar
los pardametros, y entonces estamos en las condiciones del teorema 4.14 O

4.7. Derivadas sucesivas con respecto a las condiciones ini-
ciales

Los resultados de diferenciabilidad se obtienen al aplicar lo anterior a la derivada
con respecto a las condiciones iniciales, que es también soluciéon de una cierta ecua-
cién diferencial, de forma que pueden aplicarse los resultados de secciones anteriores
recursivamente. Falta completar esta parte.

5. Apéndice
Este apéndice contiene algunos de los resultados que se usan en el desarrollo de

este trabajo, pero que estan de alguna forma alejados de su contenido.

5.1. Teorema de Ascoli-Arzela

Teorema 5.1 (Ascoli-Arzeld). Sea K C RY un compacto, f, : K — R una sucesidn
de funciones uniformemente acotada y equicontinua. Entonces hay una parcial de
{fn} que converge uniformemente en K.
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Teorema 5.2 (Ascoli-Arzela, segunda versién). Sea A C RY un conjunto cualquie-
ra, fn, : A — R una sucesion de funciones uniformemente acotada en compactos y
equicontinua en compactos. Entonces hay una parcial de {f,} que converge unifor-
memente en compactos de K.

Esta segunda version se obtiene de la primera recubriendo A por una sucesién
de compactos crecientes y aplicando el resultado sucesivamente en cada uno de los
compactos.

5.2. Integracion de funciones vectoriales

Esta seccion contiene los detalles de la extension de la integral de Lebesgue a
funciones que toman valores en un espacio vectorial de dimensién finita. Esto no
es estrictamente necesario en el texto: se podria evitar facilmente razonando en los
lugares apropiados con cada una de las componentes de la funcién. Sin embargo,
esto me parece mas artificial que usar la extensién directa de los resultados usuales
para funciones reales, que ademas no presenta mayores dificultades en el caso de
dimensién finita.

Para un desarrollo completo de la teoria de integracién de funciones con valores
en cualquier espacio de Banach puede verse, por ejemplo, la primera parte del tratado
de Dunford y Schwartz sobre operadores lineales [6].

Si (9, A, i) es un espacio de medida y f : Q — R es una funcién (cuyas com-
ponentes denotamos por f = (fi,..., fn)), diremos que f es medible si sus compo-
nentes son medibles; diremos que es integrable si sus componentes son integrables.
Si f es integrable, se define su integral como el vector

[r=([ o [0

(Omitiré du en la notacion, ya que las integrales seran siempre con respecto a esta
medida).
El que f : © — RY sea medible puede caracterizarse también por el hecho de
que
fFHUE)e A VYV E e BRY).

Veamos esto. En el caso particular en que £ = E; X Fy X --- X Ey con E; € B(R),
tenemos

JTHE) = fYE) N0y (En),

un conjunto medible. Entonces, si f es medible, como {E CRY | f71(E) € A} es
una o—algebra que debe contener al menos a los rectangulos, debe contener a la
o—algebra de Borel. Por otra parte, si se cumple esto puede verse que cada compo-
nente de f es medible eligiendo conjuntos E de la forma

F=Rx---xRxE;xRx---xR.
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Las propiedades usuales de la integral se mantienen para esta integral vectorial:
linealidad, versiones adecuadas de los teoremas de la convergencia monodtona y do-
minada y el analogo al teorema real que dice que ’ Ik f} < [|f]. Probaremos este
ultimo resultado:

Proposicién 5.3. Sea (2, A, 1) un espacio de medida, ||-| una norma cualquiera

en RY, f:Q — RY. Entonces,
/1)< [un

Demostracion. Veamos primero que es cierto para funciones simples: si s1,..., Sy
son funciones simples en €2 siempre podemos tomar conjuntos medibles A, ..., A,,
contenidos en () de forma que

m
S; = E aiXa;, 1=1,...,N,

donde x4, representa la funcién caracteristica del conjunto A;, y «;; son ciertos
valores reales Si llamamos s := (s1,...,Sn),

J

(oot )

Por otra parte, como s es constante en cada A;,

Jst=3 [ s =32 [ sl = - el

que es lo mismo que acabamos de obtener.

La demostracién puede hacerse para cualquier f integrable por medio de un
argumento usual de aproximacion: si tomamos una sucesion de funciones simples
vectoriales

tales que

lim [ |fi—s'|=0 parai=1,..., N,

n—oo

entonces en particular f s" — f f cuando n — oo y por tanto

I/

— H/fH cuando n — o0.
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Ademéds, [ ||s"]| — [|If]l, ya que, llamando ey, . .., ex a los vectores de la base usual
de RV,

[ —/Hf||' - ‘/(IIs”H ~ 1| < [t = i
< f1s -1 ) s/ﬁﬂf—ﬂmu

Z(Siv - fi)ez‘
N
=S [ A0 cuandon — o0
i=1

=1

Como sabemos que para las funciones simples,

H/ < [1s1

podemos terminar la prueba pasando al limite cuando n — oo en esta igualdad. [

Otra propiedad comin es que una funcién continua compuesta con una medible
es medible. Esto sigue siendo cierto también: si f : Q2 — R es medible en el sentido
anterior y ¢ : RY — R es continua, entonces ¢ o f : @ — R es medible en el sentido
usual. La demostracion de esto es evidente usando la caracterizacién de medibilidad
dada al principio.

5.3. Regla de la cadena y derivacién bajo la integral

La siguiente generalizacion de la regla de la cadena es una extension natural de
la usual que permite, por ejemplo, derivar una composiciéon de funciones absoluta-
mente continuas bajo ciertas condiciones. Su demostracion puede encontrarse en [4],
Theorem 6.3.15.

Teorema 5.4 (Regla de la cadena). Sean I,.J intervalos reales no triviales, ¢ : I —
J, F:J— R. Supongamos que ¢, F' y F o ¢ son derivables en casi todo punto de
su dominio, y que F' lleva subconjuntos de J de medida nula en subconjuntos de R
de medida nula. Entonces,

(Fog)(x)=(fod)(x)p'(x) petaxel,
donde f:J — R es cualquier funcion tal que F'(x) = f(x) para casi todo x € J.

Obsérvese que las condiciones sobre F' (que sea derivable en casi todo punto y lle-
ve conjuntos de medida nula en conjuntos de medida nula) se cumplen en particular
si I es absolutamente continua (ver [4], Proposition 6.1.9.)

El siguiente resultado sobre derivacién bajo la integral es 1til para la integral
de Lebesgue. Aparece, junto con una demostracion, en unos apuntes sobre el tema
disponibles en http://www.mat.uab.cat/ canizo/tex.
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Teorema 5.5 (Derivaciéon bajo la integral). Sea J wun intervalo real (en el que
usaremos siempre la medida usual de Lebesque) y (2, A, u) un espacio de medida.
Sea f:Q x J— R tal que

» f(x,-) es absolutamente continua en J para casi todo x € S

w (-, A) es medible en Q) para casi todo \ € J, y es integrable para al menos un
cterto \g € J.

Estas condiciones implican que %(m,)\) estd definida en casi todo (x,\) € Q x J.
Supongamos que existe una funcion m, integrable en €2, tal que

‘ of

i (z, )\)‘ <m(x) V(z,\) € JxQ donde g(aj, A) esté definida. (36)

ox

Entonces
» f(-,\) es integrable para todo \ € J,

] % es integrable en Q x J para cualquier J C J compacto (en particular, es

integrable en x para casi todo \),
w [, f(x, A)dx es absolutamente continua en J

y se cumple

d of
a/ﬂf(%A)dI— Qﬁ(x,)\)dx p.c.t. A€ J.

La siguiente versién de la regla de Leibniz puede encontrarse también en la pagina
mencionada antes:

Teorema 5.6 (Regla de derivacién de Leibniz). Sea J un intervalo real no trivial.
Sea f:J x J— R una funcion tal que

» f(-,A) es medible en J para casi todo A € J, y es integrable para al menos un
cterto \g € J.

» f(x,-) es absolutamente continua en J para casi todo x € J.

Estas condiciones implican que %(:L’,)\) estd definida en casi todo (x,\) € J X J.
Supongamos que existe una funcion m, integrable en J, tal que

’ of

o (x, )\)’ <m(x) V(z,\) € JxJ donde g(:c, A) esté definida. (37)

Ox
Sea ty € J. Entonces,

» f(-,\) es integrable para todo \ € J,
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. % es integrable en J x J para cualquier J C J compacto (en particular, es

integrable en = para casi todo \),

. ft;\ f(z,\) dz es absolutamente continua en J,

y se cumple la regla de derivacion bajo la integral,
d A A 8f
— | fle,N)de=f0NN)+ | =(x,\)dx p.ct. AeJ (38)
X Jy, o OA

5.4. Algunos resultados técnicos

Lema 5.7. Sea D C RN abierto, f : D — RM wuna funcion continua. Supongamos
que para casi todo (x1,...,xNx_1), f es absolutamente continua con respecto a xy.

En particular, la derivada parcial % existe en casi todo punto de D. Supongamos
of N

Py coincide en casi todo punto con una cierta funcion ¢ continua en

también que
D.
of

Entonces Jay CETiste en todo punto de D y es igual a ¢.

Observacion 5.8. Desde luego, el mismo teorema es cierto para cualquier deriva-
da parcial, ya que la parcial con respecto a xy no tiene nada de especial. Se usa
unicamente por simplificar el enunciado.

Demostracion. Basta considerar el caso en que M = 1 (cada afirmacién se deduce
de la afirmacién correspondiente para cada componente de f). El caso N = 1 se
demuestra simplificando ligeramente el caso N > 1, asi que sélo lo probaremos
para este tltimo. Ademas, basta demostrar el resultado en un conjunto de la forma
UxI,conU C RY!un abiertoy I C R un intervalo abierto (el resultado general se
deduce entonces aplicandolo a cada subconjunto de D de la forma anterior). Fijemos
a € I. Las hipotesis prueban, gracias al teorema fundamental del calculo, que para
casi todo (z1,...,zn_1) € U y casi todo zy € I,

TN
f(ajla' <. axN—lwa) = f(xla s 7$N—17a) +/ ¢(x17' . 7xN—1axN)-

Los dos miembros son continuos en U X I, luego coinciden en U x I. De nuevo por el
teorema fundamental del calculo (esta vez usando el enunciado usual para la integral
de Riemann), la parcial de f con respecto a z existe en U X [ y coincide con ¢. [

Observacion 5.9. Otra forma de ver que el lema anterior es cierto es observar que
cuando f es absolutamente continua con respecto a una de sus variables, su parcial
en casi todo punto es su parcial en el sentido de las distribuciones, y es conocido
que una funcién con parcial distribucional continua es de clase C! con respecto a
esa variable. Por supuesto, esto no es mas que una forma un tanto encubierta de
expresar la demostracion anterior.
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6. Sobre este texto

Estos apuntes no estan en una version final y es probable que contengan bastantes
errores. Es probable también que cambie el contenido méas o menos frecuentemente.
Puedes encontrar la ultima version de este documento en

http://www.mat.uab.cat/ canizo/tex/

Para comentarios o sugerencias escribe al autor a lcanizo@mat.uab.cat. Son
utiles, en particular, correcciones de errores o sugerencias sobre ampliaciones de los
resultados.

Este trabajo puede distribuirse en las condiciones de la licencia Attribution—Non-
Commercial-ShareAlike de Creative Commons. Para ver una copia de esta licencia
ve a

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/1.0/

Esencialmente, esto significa que puedes usar este trabajo como quieras siempre
que menciones a su autor, no recibas dinero por el resultado y permitas la copia y
distribucién de la misma forma en que se hace aqui. Para detalles sobre las condi-
ciones puedes leer la licencia antes mencionada.
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